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Yorwort. 



Diese Vorlesungen sollen den Studierenden der Mathe- 
matik; die an die Universität kommen^ eine eingehende Dar- 
stellung der WEiEESTRASSschen Theorie der irrationalen 
Zahlen; wenigstens so wie ich sie aufgefaßt babe^ an die Hand 
geben. Soweit meine Kenntnis der Literatur reicht (s. das 
Verzeichnis auf S. VI), dürfte eine solche auch in den 
ausführlichsten Lehrbüchen und Abhandlungen, welche der 
allgemeinen Arithmetik gewidmet sind, vielleicht nicht zu 
finden sein. 

Zugrunde gelegt ist dieser Darstellung die Vorlesung, 
welche ich bei Weierstrass selbst im Sommer-Semester 1872 
zu hören die Ehre hatte, und eine Ausarbeitung einer späteren 
Vorlesung aus dem Jahre 1884; ich war sorgfältig bemüht, 
alles von Weierstrass herrührende als solches zu bezeichnen 
— meist durch ein beigefügtes W — ; für alles übrige fällt 
die Verantwortung auf mich. 

Der Verlagsbuchhandlung drücke ich für ihr bereitwilliges 
Entgegenkommen meinen verbindlichsten Dank aus. 

Igls, am 22. September 1906. 

Victor von Dantscher. 
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Emleitung/) 

Das Mathematikerverzeichnis des Eudemos von Rhodos 
(um 334 V. Chr.)*) bezeichnet ausdrücklich Pythagoras von 
Samos (580 — 501 v. Chr.)^) als den Erfinder des Irrationalen*); 
dies ist wohl nur so zu verstehen, daß Pythagoras durch sein 
berühmtes Theorem über den Zusammenhang zwischen den 
Quadraten der Seiten eines ebenen rechtwinkligen Dreieckes 
das Mittel an die Hand gab spezielle irrationale Zahlen^ näm- 
lich die Quadratwurzeln aus positiven rationalen Zahlen durch 
Streckenquotienten darzustellen. 

Bezeichnet nämlich e eine beliebig gewählte Einheitsstrecke, 
a eine positive rationale Zahl^ die nicht selbst das Quadrat 
einer solchen ist, so liefert das rechtwinklige Dreieck mit der 

Hypotenuse ^T" e und der Kathete ^~ e, bzw. "7^ e, je 

nachdem a ^ 1 ist, in seiner zweiten Kathete eine Strecke a, 

deren Quadrat, gemäß der Relation ae*= rl' ej — r "7 ej , 
gleich ae^ ist. 

Bedeutet also der Quotient — eine Zahl, d. h. ist der Zahl- 
begriff so weit entwickelt, daß er auch den nicht abschließen- 
den Prozeß der Ausmessung der Strecke a durch die Strecke e 

1) Vgl. den Artikel „Iirationalzalilen" von A. Pringsheim in der 
Encyklop. der Math. Wissensch., deutsche Ausg. Bd. Il, p. 49 ff., franz. 
Ausg. t. I, p. 133 ff. 

2) F. Müller, Zeittafeln, p. 16. 3) ibidem, p. 6. 
4) M. Cantor, Gesch. d. Math. (1907), Bd. I, p. 163. 

V. Dantsoher, die WeiergtraasBche Theorie d. irrat. Zahlen. 1 



2 Einleitung. 

ninfaßt; so ist damit in geometrischer Einkleidung ein Beweis 
für die Existenz einer Zahl gegeben, deren Quadrat gleich a ist. 

Daß eine solche Zahl nicht rational sein kann, dürften 
für spezielle Werte von a, insbesondere für a = 2 schon die 
Pythagoräer^) bewiesen haben; präzis formuliert findet sich 
dieser Nachweis aber erst bei Euklid*) (um 300 v. Chr.). 

Zur Auffassung des Quotienten zweier inkommensurablen 
Strecken als Zahl sind aber die griechischen Geometer nicht 
gelangt; Euklid weist dieselbe direkt ab mit den Worten^): 

''E6XG) a^vfifiSTQU iieysdi^ tä A^ B' keyco ort rö A n^Qog 
TÖ B koyov ox)x axBi ov &Qid'^bg n^bg äQid'fibv. 

Daß aber die Lehre Yon den Verhältnissen inkommen- 
surabler Strecken, wie sie Euklid im V. Buche seiner Elemente 
entwickelt hat, doch den Keim zu einer Theorie der irrationalen 
Zahlen enthält, hat, wie A. Pringsheim 1. c. p. 50, Anm. 4 
hervorhebt, 0. Stolz*) bemerkt, wobei allerdings nicht zu 
übersehen ist, daß Euklid nur mit Zirkel und Lineal kon- 
struierbare Strecken im Auge haben konnte. 

In dem Zeiträume von 1800 Jahren zwischen Euklid 
und dem deutschen Mathematiker Michael Stifel (1486 
bis 1567) hat die Lehre von den irrationalen Zahlen keinen 
nennenswerten Fortschritt gemacht. 
^^{di ^ Stifel ist der erste ^) Mathematiker, der ausführlich von 
den „numeris irrationalibus" handelt (Arithmetica integra, 
Nürnberg 1544); er vermag sie zwar auch noch nicht als 
wirkliche Zahlen zu betrachten, sagt aber doch, daß jeder 
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1) M. Cantoe, 1. c. p. 192. 2) Pettraed, Bd. U, p. 416—420. 

3) Pbyrabd, Bd. n, .p. 129. 

4) Allg. Arithm. I, p. 86 ff. „Größen und Zahlen" p. 16, Theoretische 
Arithmetik von 0. Stolz und J. A. Gmeineb, p. 120 ff. 

5) C. J. Gerhardt, Gesch. d. Math, in Deutschland, München 1877, 
69 und A. Pringsheim, 1. c. 



V Einleitung. 3 

solchen Zahl ein bestimmter Platz in der geordneten Zahlen- 
reihe zukomme. 

Die Versuche von J. Newton^) und Chr. Wolf^), den 
Zahlbegriff durch Verwendung des Begriffes „ratio" oder 
„Verhältnis" von gleichartigen Größen oder speziell von Strecken/ f l '^^f tsJMOkt 
zu erweitern, bedeuten wohl kaum einen Fortschritt, weil ja 
eben das Verhältnis von inkommensurablen Strecken ein 
schwieriger, rein arithmetisch damals noch nicht klar ge- 
stellter Begriff war, zu dessen Erklärung ja gerade eine Er- 
weiterung des Zahlbegriffes erforderlich wurde. 

Diese Schwierigkeit wirklich zu überwinden, nicht bloß^ 
vSljL zu verdecken, muß der Zahlbegriff ohne Zuhilfenahme irgend - '. - ' (- 
welcher geometrischer Vor atetlÜB feen so er^ilert werden, daß i • ^ "^'m 
er dann auch das Verhältnis inkommensurabler Strecken um-j 
faßt; es muß eine rmn arithmetische Theorie der irrationalen/ 
Zahlen geschaffen werden, welche allein imstande ist, ein festes | 
Fundament für die ganze Analysis zu bilden. ^ 

Eine solche Theorie, nach der sich das Bedürfnis erst in 
der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts geltend gemacht hat, 
hat nun K. Weierstkass entwickelt und in seinen Vorlesungen*) 
zur Einleitung in die Theorie der analytischen Funktionen 
(vom W.-S. 1859/60 bis zum W.-S. 1884/5) wiederholt vor- 
getragen; leider liegt eine Publikation darüber oder eine fertige 
Redaktion von seiner Hand meines Wissens nicht vor. 
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1) Arithmetica universalis, 2. Ausgabe, London 1722, p. 4: „Per 
numerum non tarn multitudinem unitatum quam abstractam quantitatis 
cujusvis ad aüam ejusdem generis quantitatem quae pro unitate habe- 
tur rationem intelligimus." 

2) Elementa Matbeseos universae, t. I, Halae Magdeburgicae 1717, 
art. 19, def. 8: „Quicquid refertur ad unitatem ut linea recta ad aliam 
rectam, Numerus dicitur." 

3) Nach dem Verzeichnisse der WEiERSTBAssschen Vorlesungen, 
Werke, Bd. lU, p. 356 — 360; ob Weierstbass jedesmal in diesem Kolleg 
auch auf die Theorie der irrationalen Zahlen eingegangen ist, vermag 
ich nicht zu konstatieren. 

1* 
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4 Einleitung. 

Andere Theorien der irrationalen Zahlen wurden von 
R. Dedekind^), G. Cantob^), E. Heine ^) und Ch. Meray*) 
publiziert. 

Eine vergleichende Betrachtung der Theorien von Weier- 
STRASS, Dedekind und Cantor (und damit auch der von 
Heine und Meray) gibt G. Cantor in der Abhandlung „Über 
unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten" (6. Fortsetzung) 
Math. Ann. Bd. 21 (1883), p. 564—571. 

Die Einwendungen, welche gegen die WEiERSTRASSsche 
Theorie erhoben worden sind, dürfen nicht unerwähnt bleiben. 

Herr E. Illigens^) erblickt einen Fehler darin, daß die 
neu eingeführten Zahlen keine Vielheit oder Quantität aus> .,.. 
drucken. 

Diesem Vorwurfe begegnete Herr G. Cantor in der 
Bemerkung®) mit Bezug auf den Aufsatz: Zur Weierstrass- 
CANTORschen Theorie der Irrationalzahlen in Math. Annalen, 
Bd. XXXin, p. 154; ich möchte von meinem Standpunkte aus 
sagen: wenn die WEiERSTRASSschen Irrationalzahlen keine 
Quantitäten ausdrücken würden, so wäre das nicht ein Mangel 
der WEiERSTRASSschen Theorie, sondern ein Mangel in der 
Fassung des Begriffes Quantität. 

Auf die abfällige Beurteilung, welche Herr G. Frege in 
seinem Buche „Grundgesetze der Arithmetik", IL Bd., Jena 1903 
(S. 148 — 155), der WEiERSTRASSschen Theorie der rationalen 

1) Stetigkeit und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872; im Vor- 
worte zur Schrift „Was sind und was sollen die Zahlen?" (1888) be- 
merkt Dbdbkind p XI, daß er seine Theorie im Herbste 1868 erdacht 
habe. 2) Math. Ann. Bd. 6 (1872). 

3) Joum. f. Math., Bd. 74 (1872), wobei ausdrücklich auf münd- 
liche Mitteilungen von Weiekstrass und Cantor hingewiesen wird. 

4) Nouveau Precis d' Analyse infinitesimale^ Paris 1872; nach der 
französischen Ausgabe der Encyklopädie f ä;llt die erste Publikation von 
M^RAY über seine Theorie in das Jahr 1869. t. I, p. 148, Anm. 49. 

6) Zur WBiERSTRAss-CANTORSchen Theorie der Irrationalzahlen, Math. 
Ann. Bd. 33, p. 154—160 (1889). 6) ibidem, p. 476. 
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Einleitung. , l-v»^ 5 

Zahlen, wie er sie aus den Darstellungen von Kossak und 
Biermann und handschriftlichen Eollegienheften kennen ge- 
lernt hat, zuteil werden läßt, im einzelnen einzugeben, ist hier , ^^4lo\v 
nicht der Ort; daß bei der Wieder^be von Vorlesungen Miß- *^ /^fl^jh^Ai'^ j,rl 
Verständnisse leicht vorkommen können, gibt Herr Frege im ,,,»c^''^*^ 
§ 148 p. 149 selbst zu. ''' ^" 

Als ein Beispiel dafür möchte ich die Äußerung Herrn 
Freges über die WEiERSTRASSsche Auffassung der Summe von 
unendlich vielen positiven Summanden (p. 154) anführen: „Eine 
Summe von unendlich vielen positiven Summanden faßt 
Weierstrass nicht als Grenzwert einer Summe, sondern als 
Summe. Ihr Vorhandensein scheint ihm ebenso sicher wie 
bei endlich vielen Summanden; und doch stimmt dies nicht 
mit seiner Erklärung der Addition. Nur hält er es für nötig;^ ' 
die Gleichheit in diesem Falle besonders zu erklären (Verstoß 
gegen unsem ersten Grundsatz des Definierens) und kommt 
dadurch auf die Endlichkeit. Das hängt damit zusammen, daß das 
Wort „Summe*' und das Pluszeichen sowie das Gleichheitszeichen, 
wie wir oben gesehen haben, keine feste Bedeutung haben." 

Diese Anging läßt meines Era^ens keinen Z\<eifel jpvp^ci^w- 
darüber übrig, daß die WEiERSTRASSsche Theorie gerade in ^^^^.^^J!^ 
einem sehr wesei|(tjibhen Punkte nicht richtig auffaßt wurde; ^,^vv4ia^ 
man vergr0iche meine DarstÖlung am Ende des § 9. '^-'ov^/i !^^^^ 

^^' '^*^'^'' ) Bezül^ich der WEiERSTRASSschen Theorie der irratio- rf^^- <)' 

nalen Zahlen erklärt Herr Frege (p. 154): 
) (ic-./'-'^'A-- „Eine eingehende Kritik von Weierstrasscus Begründung 
der irrationalen Zahlen ist, nachdem die Grundlagen als ganz 
lA^s^^tuA^. unsicher nachgewiesen sind, nicht nöfiff.^i.rf/.jr^^.. 

Demgegenüber möchte ich doch darauf aufmerksam machen, 
daß Herr R. Dedekind in seiner Schrift „Was sind und was 
sollen die Zahlen?" (Braunschweig 1888) p. XH ausdrücklich 
bemerkt, daß die Theorien der Herren Weierstrass und 
Cantor vollkommene Strenge besitzen. 
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Erste Vorlesung. 

Additive Aggregate aus nnendlicli vielen 
positiven rationalen Zahlen. 

§ 1. Einfiihrnng der additiyen Aggregate aus unendlich 
Tielen positiTen rationalen Zahlen. 

Die Einführung der rationalen Zahlen war eine unab- 
weisbare Forderung des praktischen Lebens, die der irrationalen 
Zahlen entsprang wohl nur einem theoretischen Interesse; man 
hat mit Becht von der Arithmetik verlangt, daß sie imstande 
sei, das Verhältnis zwischen der Diagonale und der Seite eines 
Quadrates darzustellen oder das Verhältnis zwischen den 
Kanten zweier Würfel, von welchen der Rauminhalt des 
einen doppelt so groß ist als der des anderen; oder etwas 
anders ausgedrückt: man hat mit Recht verlangt, den Zahl- 
begriff so weit zu entwickeln, daß es auch eine Zahl geben 
soll, deren Quadrat gleich 2, und ebenso eine Zahl, deren 
dritte Potenz gleich 2 ist. 

Solche Zahlen gibt es im Gebiete der rationalen Zahlen 

nicht ^); sind a und 6 teilerfremde Anzahlen, so kann f ^j nicht 
gleich 2 sein, denn aus 

folgt, daß a den Faktor 2 enthalten muß; bezeichnet man also 



1) Euklid, 1. c. 
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die Anzahl — mit a\ so wird 

also muß auch 6 den Faktor 2 enthalten; dies widerspricht 
aber der Voraussetzung, daß a und 6 teilerfremd sind; ganz 
analog zeigt man, daß 

a» = 26» 
nicht statthaben kann. 

Ebenso leicht überzeugt man sich von folgender Tatsache: 
ist T eine positive rationale Zahl, aber nicht die Ä*® Potenz 
einer solchen {k eine Anzahl größer als 1), so gibt es keine 

rationale Zahl ^, deren 1^ Potenz gleich r ist. 

Wohl aber kann man rationale Zahlen angeben, deren 
J*® Potenzen sich von r weniger unterscheiden als eine be- 
stimmte, beliebig klein anzunehmende, positive rationale Zahl £. 

Es gibt gewiß eine kleinste Anzahl c^ + 1, deren Jk*® Potenz 
größer ist als r; dann ist 

^o*<^<(^o+l)*; 
wird die Anzahl w > 1 gewählt, so gibt es gewiß ein kleinstes 
Vielfaches von — , es sei mit ^ bezeichnet, wobei ^ c. 

^n — 1 ist, so beschaffen, daß (cq + ^ ) > r ist. Dann 
ist 

{^ + ^)'<r<{c. + H-^' . 

Ebenso gibt es ein kleinstes Vielfaches von — ^, es sei mit 

c 4- 1 
*^ bezeichnet (0 ^c^^n— 1), so beschajBFen, daß 

ist; dann ist 

(<'.+S+„^)*<'<(«.+J+^+-)'- 
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Dieser Schluß kann offenbar beliebig fortgesetzt werden und 
liefert rationale Zahlen von der Form 

welche der Bedingung genügen 

« (<^+j+&+ •+a*<'-<(<^+^+.^+- +^)'- 

Bezeichnet man den größten der Binomialkoeffizienten ( . l für 

i = 1, 2, 3, ... Ä — 1, mit K^ so ist die Differenz der äußeren 

(c 4- 1)*~^ 
Glieder in der letzten Ungleichung kleiner als kK^-^-^-^ — 

und kann somit durch Vergrößerung des v kleiner gemacht 
werden als eine bestimmte, beliebig klein vorgegebene, positive 
rationale Zahl £; dann ist sicher auch 

•-(■^+j+s+--+^)*<'- 

Dieser Umstand gibt nun einen Fingerzeig, in welchem 
Sinne der Zahlbegriff zu erweitem ist, damit es in dem er- 
weiterten Zahlensysteme nun Zahlen gebe, deren Ä*® Potenz 
gleich r ist. 

Die Forderung nämlich, rationale Zahlen zu finden, deren 
Ä*® Potenz der Zahl r immer näher und näher kommt, liefert 
uns eine unbegrenzte Reihe von positiven rationalen Zahlen 

mit der oben angeführten Eigenschaft (1). Wenn es also ge- 
lingt, die Rechnungsoperationen im Gebiete der rationalen 
Zahlen auf Mengen von unendlich vielen positiven rationalen 
Zahlen auszudehnen, so eröffnet sich damit die Aussicht, ein 
Zahlgebiet zu gewinnen, in welchem eine Zahl existiert, deren 
Ä*ö Potenz gleich r ist. 
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Zunächst ist darauf aufmerksam zu machen^ daß unend- 
lich viele Zahlen nicht einzeln willkürlich gewählt, sondern 
nur durch ein Rechnungsverfahren oder ein Bildungsgesetz 
gegeben werden können; ein Beispiel der ersteren Art gibt 
die Bestimmung der Anzahlen c^, Cg, Cg,...^^; für welche etwa 

(l+J + ?^ + --- + S'<2<(l+J + ä + --- + ^y 

ist; sind die Anzahlen c^, ^2? • • • ^r-i bestimmt — jede von 
ihnen liegt im Intervalle (0 ... w — 1) — , so gibt es eine 
einzige ganz bestimmte Anzahl c^ aus demselben Intervalle, 
welche der obigen Forderung genügt. Beispiele der zweiten 
Art liefern die Ausdrücke: 

111 

wenn man unter m etwa jede Zahl aus der Reihe der An- 
zahlen 1, 2, 3, . . . versteht. 

Aber auch Ausdrücke von der Form 



2«. 3/^^ 2«-3/*-5>'* * '' 

in welchen zwei oder mehrere voneinander unabhängige Ver- 
treter tty ß, y, . . . jeder Anzahl vorkommen, liefern uns unend- 
lich viele positive rationale Zahlen; es soll hier nicht darauf 
eingegangen werden, in welchem Sinne solche Mengen auf 
andere zurückgeführt werden können, deren Darstellung nur 
einen Vertreter der Anzahlen in Anspruch nimmt. 

Wir wollen nun eine in diesem Sinne gegebene Menge 
von unendlich vielen positiven rationalen Zahlen nach Weier- 
STRASS als ein Aggregat dieser Zahlen, die wir auch „Glieder'^ 
desselben nennen, bezeichnen und insbesondere als ein addi- 
tives Aggregat^), wenn jede endliche Zahl von Gliedern des- 



1) Die Bezeichnungen „additives" bzw. „multiplikatives" Aggregat 
rühren nicht von Weierstrass her. 
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selben durch Addition verbunden gedacht wird. Als Zeichen 
für eine einzelne positive rationale Zahl wählen wir die Buch- 
staben a, i, (^j ' ' j die Aggregate selbst bezeichnen wir durch 
[a]j [b]y {c},... oder manchmal auch zur Abkürzung mit 
Äy B, C, , , . und gehen nun daran Ilh versuchen, ob es ge- 
lingt, mit solchen Aggregaten so zu operieren, wie mit ratio- 
nalen Zahlen. 



§ 2. Entwicklung der Weierstrassschen Oleichlieits- 
erklärung. 

Der erste Sehritt, den wir dabei zu machen haben, ist, 
eine befriedigende Erklärung für die Gleichheit zweier sol- 
cher Aggregate aufzustellen; hier ist geradezu eine Erfindung 
notwendig, denn es liegt auf der Hand, daß die Erklärung der 
Gleichheit, wie sie für zwei positive rationale Zahlen aufge- 
stellt wurde ^), auf die Aggregate von unendlich vielen solchen 
Zahlen nicht anwendbar ist. Jedenfalls aber muß die zu 
suchende ErklWrung der Gleichheit jene im Gebiete der positiven 
rationalen Zahlen in sich enthalten, da ja das erweiterte Zahlen- 
gebiet das ursprüngliche umfassen soll. Es empfiehlt sich 
daher, diese letztere durch eine andere zu ersetzen, die wenig- 
stens ihrem Wortlaute nach auch auf die Aggregate von un- 
endlich vielen positiven rationalen Zahlen angewendet werden 
kann. Hiezu führt die Bemerkimg, daß zwei positive rationale 
Zahlen a und b gleich sind, wenn jede positive rationale Zahl, 
welche kleiner ist als die eine, auch kleiner ist als die andere ; 
in der Tat kann dann nicht a > 6 sein, weil es unter dieser 
Voraussetzung rationale Zahlen q gibt, für welche a > (> > 6 



1) Diese Gleichheitserklämng hat nämlich folgenden Inhalt: Zwei 
positive rationale Zahlen werden als gleich erklärt, wenn sie als gleiche 
Vielfache eines und desselben genauen Teiles der Einheit dargestellt 
werden können. 



§ 2. Entwicklung der Gleichheitserkläxung. H 

ist, ebenso kann aber auch nicht a < 6 sein, weil es dann ra- 
tionale Zahlen 6 gibt, für welche a < (J < 6 ist. 

Bezeichnet man eine positive rationale Zahl a, welche 
kleiner ist als a, als einen „Bestandteil" von a, so lautet die 
neue Erklärung der Gleichheit für zwei positive rationale 
Zahlen a und b jetzt so: 

1) a ist gleich 6, wenn jeder Bestandteil der einen Zahl 
auch Bestandteil der anderen ist. 

Was nützt aber das für die Erfindung der Grleichheits- 
erklärung für Aggregate von unendlich vielen positiven ratio- 
nalen Zahlen? 

Der Vorteil liegt darin, daß zur Bildung eines Bestand- 
teiles einer positiven rationalen Zahl a jetzt nicht alle ge- 
nauen Teile der Einheit, aus welchen die Zahl a gebildet ist, 
in Anspruch genommen werden; wir können also den Begriff 
„Bestandteil" auch auf die Aggregate von endlich vielen posi- 
tiven rationalen Zahlen ausdehnen (W), indem wir aus end- 
lich vielen Gliedern a eines solchen endlich viele Einheiten 
und genaue Teile der Einheit herausgreifen und durch Addi- 
tion zu einer positiven rationalen Zahl zusammenfassen. Sind 
demnach a^'^\ a^^\ a^^\ . . ., a^*) endlich viele beliebig herausge- 
griffene Glieder des Aggregates 

und a^^), a^^\ Ci^^\ . . ., oS^^ positive rationale Zahlen bzw. nicht 
größer als a^, a^^\ a^^\ , . ., a^^\ so ist die Summe 

a(i) + a(^) + a(«) -f . . . + a(*) 

der Repräsentant jedes Bestandteiles des Aggregates J.; zur 
Abkürzung bezeichnen wir einen solchen mit TÄ. 

Jetzt wollen wir versuchen, die Erklärung der Gleichheit 1) 
auf zwei Aggregate aus unendlich vielen positiven rationalen 
Zahlen zu übertragen und dann so zu fassen: 
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2) Zwei additive Aggregate atts endlich oder unendlich 
vielen positiven rationalen Zahlen werden als gleich erklärt, 
wenn jeder Bestandteil des einen Aggregates omch Bestandteil 
des anderen ist 

Das ist die von Weierstrass aufgestellte Erklärung und 
wir haben uns jetzt über ihre Bedeutung und Tragweite zu 
unterrichten. 

Das erste Bedenken, welches wohl jedem nach einiger 
Überlegung gegen die Ausführbarkeit dieser Erklärung sich 
darbietet, liegt darin, daß sie ohne Zweifel die Abgabe von 
unendlich vielen Größenurteilen verlangt^), denn es gibt ja un- 
endlich viele Bestandteile in jedem Aggregate. Sind A und B 
zwei gegebene Aggregate, so ist zu untersuchen, ob es in B 
Bestandteile gibt, die größer sind als irgend ein beliebig heraus- 
gegriffener, aber bestimmter Bestandteil TA und umgekehrt. 
Es erhebt sich also sofort die Frage: Sind wir überhaupt im- 
stande, unendlich viele Größenurteile abzugeben? 

Die Möglichkeit dafür liegt in der Einführung von Re- 
präsentanten für unendlich viele Zahlen; bedeutet r eine ratio- 
nale Zahl, so ist z. B. gewiß r -|- 1 > r, und damit sind in der 
Tat schon unendlich viele Größenurteile abgegeben. Es dürfte 
daher angezeigt sein, zunächst an Beispielen die Ausführbarkeit 
der neuen Gleichheitserklärung zu zeigen. 

§ 3. DurchflUiruiig der Gleichheitserklärung 
an Beispielen. 

1. Beispiel. Es sei g eine positive rationale Zahl kleiner 
als 1; wir betrachten das additive Aggregat der sämtlichen 
Potenzen von ^ nämlich 



1) Daß dies für rationale Zahlen nicht der Fall ist, hat seinen 
Grund natürlich darin, daß die Yergleichung der oberen Grenzen der 
Bestandteile, welche eben die rationalen Zahlen selbst sind, genügt. 
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1, <1, 2^ 2^ . • . ^ inf- 
und bezeiclmeii dasselbe mit Q, 

Um einen Bestandteil TQ zvl bilden, greifen wir eine end- 
liche Anzahl von Gliedera des Aggregates heraus: 

g% g% 2"*, ...3"^5 
ist nun n größer als jede der Anzahlen w^, Wg, . . . n^, so ist 
offenbar ein solcher Bestandteil kleiner als 

l + 2 + «* + --- + «» = j^-|^; 

hieraus folgt: jeder Bestandteil TQ ist kleiner als . Es 

ist aber auch jeder Bestandteil von Bestandteil von Q, 



Jeder Bestandteil der positiven rationalen Zahl _ wird dar- 
gestellt durch den Ausdruck yzi ^^ wobei % eine positive 



1 



rationale Zahl kleiner als z bezeichnet; macht man nun n 

so groß, daß 



> 



1-2 1—2 1 — 2 
oder 

3"+^<x(l -g) 
wird, so ist 

l + « + 2' + --- + 2">rz:^->^ 

d. h. aber nichts anderes, als daß jeder Bestandteil von _ 

auch Bestandteil von Q ist; folglich sind nach der aufgestellten 
Gleichheitserklärung das Aggregat ^ = {g"} (w = 0, 1, 2, . . . 

in inf.) und die rationale Zahl (g < 1) als gleich zu be- 

zeichnen. 

2. Beispiel. Es sei a eine positive rationale Zahl; das 
betrachtete Aggregat A bestehe aus allen Zahlen, welche der 

Ausdruck ; — t-j^. — , , , ^. darstellt, wenn Tc die Reihe der An- 
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zahlen 0, 1, 2, 3, . . . in inf. durctläuffc. Greift man, um einen 
Bestandteil von A zu bilden, die endlich vielen Glieder 
1 1 ^ 

heraus und wählt die Anzahl n größer als jede der Zahlen 
Äi + 1, ^2 + 1, . . . Äg + 1, so ist ein solcher Bestandteil kleiner 
als die Summe 



+ ■ 



a(a + l) ' (a+l)(a + 2) ' ^ (« + n — l)(a + w) 

\a a + l/^\a + l a + 2/~ ~\a + M — 1 a + n) 

a a + w' 
hieraus folgt: jeder Bestandteil von A ist auch Bestandteil 
von — . Anderseits ist jeder Bestandteil von - im Ausdruck 

a enthalten, wenn u eine positive rationale Zahl kleiner 

als — bezeichnet; macht man also die Anzahl n so groß, daß 



also 



werde, so ist 



i L_>i 

a a-\-n a 
a-\-n 



1 , 1 , , 1 ^i__ 



a(a+l) ' (a + l)(a + 2)^ ' {a + n — l){a-\-n) 

es ist also auch jeder Bestandteil von — Bestandteil von J.; 

demnach sind A und — als gleich zu erklären. 

3. Beispiel. Ist r eine positive rationale Zahl, aber 
nicht selbst die Ä*® Potenz einer solchen, so gibt es, wie früher 
bemerkt wurde, ein System von unendlich vielen positiven 

rationalen Zahlen Ca, — , -A, ... -— , ... welche den Un- 

gleichungen 



_-i 
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w('i+^+S.+-+5)'<'-<('^+^+Ji+-+°4^)' 

genügen; dabei ist n eine Anzahl größer als 1; q, c^, ... c^ ... 
sind sämtlich Anzahlen aus der Beihe 0, 1, 2, ... w — 1. Zur 
Abkürzung wollen wir das additive Aggregat aller dieser 

Zahlen — ^ (für v = 0, 1, 2, ... in inf.) mit C und den Bestand- 
teil Cn+— + -^+'-- + -T desselben mit IV C bezeichnen. Ist 
nun m eine von n verschiedene Anzahl größer als 1, so gibt 

es ebenso ein Aggregat von unendlich vielen Zahlen -~, welche 
den Ungleichungen 

(2)K+^+ä+-+^)<'-<('.+l+^.+ -+^+^)' 

genügen; dabei ist &o ^'^ ^o5 ^u ^2; • • • ^^t • • • sind sämtlich An- 
zahlen aus der Reihe 0, 1, 2,...m— 1. Zur Abkürzung 
wollen wir dieses Aggregat mit B und den Bestandteil 6^ -f- 

-^ H — h + ' ' ' +-^ niit T„B bezeichnen. Nun läßt sich zeigen, 

daß jeder Bestandteil von B auch Bestandteil von C ist und 
umgekehrt. 

Fassen wir nämlidh einen Bestandteil TB auf, zu dessen 

Bildung nur Zahlen aus der Reihe 6^, — , -~, ... —7 benützt 

werden, so ist derselbe offenbar nicht größer als T^J?; es ist 
nun zu zeigen, daß es Bestandteile Tj^C gibt, welche größer 
sind als T.JB. 

Hierzu bemerken wir: nach (2) ist sicher 

(3;B)*<r; 

weiter kann, wie im § 1 gezeigt wurde, der Unterschied der 
äußeren Glieder von (1) durch Vergrößerung des v kleiner 
gemacht werden als eine vorgegebene positive rationale Zahl «. 
Man kann* also bewirken, daß 
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werde, wenn nur h'^ S, eine gehörig groß gewählte Anzahl 
ist. Hieraus folgt aber mit Rücksicht auf (1) oflfenbar auch 

r^(Tj,Cf<r-{T,By f ür Ä > fi-, 

also ist {Tj^Cf>{T,B)\ 

daher auch Tj^O T^B, wenn h>H. 

Ganz analog läßt sich natürlich auch zeigen, daß jeder Be- 
standteil TC auch Bestandteil von B ist. 

Dieses Beispiel zeigt die Aüsführkarkeit der Weierstrass- 
schen Gleichheitserklärung auch in dem Falle, daß beide 
Aggregate unendlich viele Glieder enthalten. 

§ 4. Konvergenz und Blvergenz. 

Es gibt aber auch Fälle, in welchen die Gleichheit zweier 
Aggregate dem Wortlaute ihrer Erklärung nach sehr leicht 
konstatiert werden kann, in welchen aber eine Erscheinung 
auftritt, die uns zwingt, offen zu bekennen, daß die aufgestellte 
Erklärung der Gleichheit unter Umständen völlig unbrauch- 
bar werden kann. Betrachten wir nämlich das Aggregat 
A=:[a] aller Anzahlen a und daneben das Aggregat JB={26} 
aller geraden Anzahlen 26, so ist augenblicklich zu ersehen, 
daß jeder Bestandteil von A auch Bestandteil von B ist und 
umgekehrt; die beiden Aggregate wären demnach als gleich 
zu bezeichnen. 

Nun tritt aber der besondere Umstand ein, daß diese 
Gleichheit gar nicht gestört wird, wenn wir in das Aggregat 
A außer allen Anzahlen noch eine ganz beliebig zu wählende 
positive rationale Zahl co aufnehmen, oder wenn wir aus A be- 
liebige Anzahlen in endlicher Menge herausnehmen; -wir können 
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auch bemerken^ daß bei allen diesen Umänderungen das Aggre- 
gat Ä sich selbst gleich bleibt. 

Das ist aber sicherlich eine Erscheinung, die mit den 
Eigenschaften der Gleichheit im Gebiete der rationalen Zahlen 
im grellsten Widerspruche steht, und sie tritt oflfenbar immer 
dann und, wie sich herausstellen wird, nur dann auf, wenn die 
Bestandteile des Aggregates Ä über jede Grenze hinauswachsen, 
sobald man die Anzahl der zur Bildung derselben benützten 
Glieder gehörig wachsen läßt, d. h. wenn es nach Festlegung 
einer beliebig groß gewählten positiven Zahl Sl immer noch 
Bestandteile von Ä gibt, die größer sind als Sl, 

Ist das Aggregat B von derselben Beschaffenheit, so ist 
der Wortlaut der Gleichheitserklärung für zwei solche Aggre- 
gate immer erfüllt und bleibt erfüllt, wenn man in jedes der 
beiden Aggregate oder in eines derselben ganz beliebig gewählte 
positive rationale Zahlen aufnimmt oder irgend einen Bestand- 
teil des Aggregates fortnimmt. 

Wir müssen daher in diesen Fällen auf die Vergleichung 
der Aggregate auf dem eingeschlagenen Wege verzichten und 
scheiden sie deshalb im folgenden ein für alle Male von der 
Betrachtung aus. 

Die Aggregate, die wir in den drei Beispielen betrachteten, 
zeigen ein wesentlich verschiedenes Verhalten; im 1. Beispiele 

ist eine Zahl, die größer ist als jeder Bestandteil des 

Aggregates Q, im 2. Beispiele ist — eine solche Zahl, im 3. 
Beispiele Cq + 1, 

Es bleiben uns somit als Aggregate, deren Vergleichung 
durch die WEiERSTRASSsche Erklärung möglicherweise mit 
gutem Erfolge in Angriff genommen werden kann, nur die- 
jenigen über, deren Bestandteile nicht über alle 
Grenzen hinausgehen. Wir nennen ein solches additives 

y. Dantscher, die Weierstarasische Theorie d. irrat. Zahlen. 2 
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Aggregat von unendlich vielen positiven rationalen Zahlen ein 
konvergentes und erklären: 

3) Ein additives Aggregat von unendlich vielen positiven 
rationalen Zahlen Jconoergiert, wenn es eine positive Zahl g gibt, 
die größer ist als jeder Bestandteil des Aggregates.^) 

Diejenigen Aggregate, für welche eine solche Zahl g nicht 
existiert, nennen wir divergente. Die Divergenz eines Aggre- 
gates ist nicht immer so handgreiflich, wie in den vorhin be- 
trachteten Fällen; für das Aggregat 1, g, ö> j? r* • • • aus der 

Einheit und allen genauen Teilen derselben z. B. bedarf es 
doch einer Überlegung, um zu erkennen, daß dasselbe diver- 
giert; es genügt hierzu aber die Bemerkung, daß 



jc + l^Jc + 2 ' k + Z ' ••• ^ k + k^ k+k 
ist für * = 2, 3, 4, ... in inf.*) 



1) Weibbstrass nennt diese Eigenschaft eines Aggregates das Kri- 
terium der Endlichkeit. 

2) Es gibt kein allgemeines Verfahren, das unter allen umständen 
die Konvergenz oder Divergenz eines vorgegebenen Aggregates erkennen 
ließe, wohl aber gibt es Konvergenzregeln, die in speziellen Fällen gute 
Dienste leisten, doch fällt deren Entwicklung nicht in den Bahmen 
dieser Vorlesungen. 



Zweite Vorlesung. 

Eigenschafteii der konvergenten additiven 

Aggregate ans nnendlich vielen positiven 

rationalen Zahlen. 

§ 5. Eine wichtige Folgerung aus der Erklärung 
der Konyergenz. 

Nachdem bei zwei divergenten Aggregaten der Umstand 
so besonders störend war^ daß ihre Gleichheit zu bestehen 
nicht aufhört, wenn man zu einem derselben eine beliebig 
groß anzunehmende positive rationale Zahl hinzufügt, muß 
jetzt wohl nachgesehen werden, wie sich zwei gleiche kon- 
vergente Aggregate in dieser. Beziehung verhalten; dabei wird 
sich herausstellen, daß die Gleichheit zwischen ihnen sofort 
zu bestehen aufhört, wenn man zu einem derselben eine noch 
so klein anzunehmende positive rationale Zahl hinzufügt. 

Um den Nachweis hierfür zu erbringen, wollen wir aus 
der Konvergenz eines Aggregates eine sehr wichtige Folgerung 
ziehen, die so ausgesprochen werden kann: 

4) Wenn ein Aggregat von unendlich vielen positiven ratio- 
nalen Zahlen konvergiert, so muß es immer möglich sein, aus dem- 
selben eine endliche Anzahl von Gliedern so abzusondern, daß jeder 
Bestandteil des übrigileibenden Aggregates kleiner ist als eine 
bestimmte, aber beliebig Mein anzunehmende, positive rationale 
Zahl B (W), 

2* 
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Sondern wir aus dem betrachteten konvergenten Aggregate 
A zunächst die endlich vielen Glieder a ab, welche nicht kleiner 
sind als.f, bezeichnen ihre Summe mit TqÄ und das übrig- 
bleibende Aggregat mit Ä^-^ wenn in Ä^ nicht alle Bestand- 
teile kleiner sind als £, so gibt es darin Bestandteile, die 
größer sind als £, da man ja aus einem Bestandteile, der gleich 
€ ist, durch Hinzufügung eines noch nicht verwendeten Gliedes 
a einen Bestandteil bilden kann, der größer ist als £; wir 
bezeichnen einen derselben mit T^Ä^^ und das übrigbleibende 
Aggregat mit A^. Wenn in A^ noch nicht jeder Bestandteil 
kleiner ist als «, so gibt es einen Bestandteil T^A^^ S] das 
übrigbleibende Aggregat sei mit A^ bezeichnet. 

Dieser Schluß kann nun wiederholt werden; angenommen, 
wir haben ihn n mal gemacht, so haben wir n Bestandteile 
Tj J-i, T^A^, . . . T^A^ von A konstatiert, deren jeder größer 
ist als £; ihre Summe T^A^ + T^A^ -\ h T^A^ stellt da- 
her einen Bestandteil von A dar, der größer ist als W£; da 
aber der Voraussetzung nach jeder Bestandteil von A kleiner 

ist als g, so muß 

n€<g 

sein, d. h. n kann die größte ganze Zahl N, die in ~ ent- 
halten ist, nicht überschreiten; im Aggregate J.^+i ist somit 
in der Tat jeder Bestandteil kleiner als £.^) 

Für die Beispiele von konvergenten Aggregaten, die wir 
im § 3 betrachtet haben, ist diese Absonderung leicht aus- 
zuführen. 

Im 1. Beispiele ist nämlich das additive Aggregat aus 
allen Potenzen von q, deren Exponent größer als v ist, gleich 

^_ ; im 2. Beispiele ist das additive Aggregat aller Glieder 



1) Vgl. meinen Aufsatz „Bemerkung zur Theorie der irrationalen 
Zahlen" in den Berichten des naturw.-medizin. Vereines in Innsbruck 

1887/88. 
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(a + fc-i)(a + fe) f^r fc > 1/ gleich ^ und im 3. Beispiele ist 
jeder Bestandteil des additiven Aggregates der Glieder \J 

(() = 1, 2, 3, . . .), zu dessen Bildung kein Glied mit einem 
höheren Zeiger als v + r verwendet wurde, gewiß nicht 
größer als 

w — 1 n — 1 _L^~^_J_ ^ ^ ^ 

^r+i -r -^iTTF ■+■••• + ^^^F+T- — ;;^ — ^+-t < -^ 

— woraus, nebenbei bemerkt, zugleich folgt, daß dg,s additive 

Aggregat aus allen Gliedern —v^ gleich — ist — . Die Zahlen 

ö*"*"^ 1 1 

_ , , und — können aber gewiß dadurch kleiner ge- 
macht werden als ein bestimmtes, beliebig klein anzunehmendes 
£, das man v größer als eine gehörig groß gewählte Anzahl 
SSI macht. 

§ 6. Inßerste Empfindlichkeit der Gleichheit zweier 
konvergenter additiver Aggregate. 

Nun ist leicht zu zeigen, daß die Gleichheit der konver- 
genten additiven Aggregate A und B sofort aufhört zu bestehen, 
wenn man zu einem derselben, etwa zu A, eine beliebig klein 
anzunehmende positive rationale Zahl a hinzufügt; bezeichnen 
wir das dadurch entstehende Aggregat mit J. + a, so enthält 
dasselbe Bestandteile, die nicht mehr Bestandteile von B sind. 
Nach dem eben bewiesenen Satze kann man nämlich aus B 
eine endliche Anzahl von Gliedern, deren Summe mit TB be- 
zeichnet werden mag, so absondern, daß im übrigbleibenden 
-Aggregate B jeder Bestandteil TB < a ist Da aber A^ B 
vorausgesetzt wurde, so gibt es in A Bestandteile, welche 
größer sind als TJS; ist TA ein solcher, so ist offenbar TA-\-a 
ein Bestandteil von A + a, der größer ist als jeder Bestand- 
teil von By d. h. A + a ist nicht mehr gleich B. Die Gleich- 
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heit zwischen konvergenten additiven Aggregaten, wie sie die 
WEiERSTRASSsche Erklärung definiert, ist daher eine unend- 
lich empfindliche, ein Umstand, durch den unser Vertrauen 
auf den Wert dieser Erklärung sehr gefestigt wird. 

Es soll aber auch noch dem Bedenken Rechnung getragen 
werden, ob diese Gleichheitserklärung die einzig mögliche 
ist, oder ob man vielleicht durch Überlegungen anderer Art zu 
einer von ihr wesentlich verschiedenen gelangen könnte. Daß 
dies nicht möglich ist, läßt sich, wie folgt, erkennen. In jeder 
Gleichheitserklärung für additive Aggregate, welche die im 
Gebiete der rationalen Zahlen geltende in sich enthalten soll, 
muß die Bedingung auftreten: jeder Bestandteil des einen 
Aggregates muß auch Bestandteil des anderen sein, und jede 
vernünftige Gleichheitserklärung muß so beschaffen sein, daß 
die durch sie bedingte Gleichheit zweier Aggregate sofort auf- 
hört zu bestehen, wenn zu einem derselben eine wenn auch 
noch so kleine positive rationale Zahl hinzugefügt oder von 
demselben weggenommen wird; nun macht aber für konver- 
gente additive Aggregate die erste, notwendige, Bedingung 
aUein schon den ganzen Inhalt der WEiERSTRASSschen Gleich- 
heitserklärung aus, folglich gibt es für konvergente Aggregate 
keine von ihr inhaltlich verschiedene. 

§ 7. Die Erklärang des Großer- nnd Kleiner-Seins; 
ein Kriterium für die Gleichheit zweier Aggregate. 

An die Erklärung der Gleichheit zweier konvergenter addi- 
tiver Aggregate schließt sich naturgemäß die Erklärung des 
Größer- bzw. Kleiner-Seins an; dieselbe lautet nach Weier- 
STRASS so: 

6) A wird als größer erJdärt denn B, wenn es Bestand- 
teile enthält, die größer sind als jeder Bestandteil von JS; und 

A wird als kleiner erklärt denn B, wenn B Bestandteile 
enthält, die größer sind als jeder Bestandteil von A. 
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Hieraus folgt sofort: ist Ä> B und B> C, so ist auch 
Ä> C und weiter: 

ß) Ist Ä> B, so ist für hinreichende Meine positive rationale 
Werte von ß auch Ä> B + ß. 

Ist nämlich TA größer als jeder Bestandteil TB, und ä 
ein Glied von Ä, welches bei der Bildung yon TA nicht be- 
nützt wurde, so ist, wenn ß <Cä gewählt wird, 

fA + ä>TB + ß, 

d. h. aber doch: A enthält einen Bestandteil, der größer ist 
als jeder Bestandteil des Aggregates B + ß, also ist A>B + ß. 

Aus dieser Bemerkung entnimmt man leicht die Begrün- 
dung eines von Weierstrass angegebenen Kriteriums für die 
Gleichheit zweier Aggregate A und B, welches oft gute Dienste 
leistet. 

Dasselbe lautet so: 

7) Bezeichnen a und ß beliebig klein anzunehmende positive 
rationale Zahlen und ist 

A + a>B und A<B + ß 

so ist notwendig A^ B, 

Wäre nämlich A> B, so wäre, wie soeben gezeigt wurde, 
für hinreichend kleine ß auch noch A> B + ß*^ dies wider- 
spricht aber der Voraussetzung. Wäre anderseits A<,Bj so 
wäre für hinreichend kleine a, entgegen der Voraussetzung, 
auch noch J. + a < JB; also muß A = B sein. 

Aus 6) folgt: wenn jeder Bestandteil TÄ eines konvergen- 
ten Aggregates Ä kleiner ist als £, so ist Ä selbst gewiß 
nicht größer als €; nachdem wir nun wissen , daß ein konver- 
gentes Aggregat durch Entfernung eines Bestandteiles desselben 
kleiner wird, so können wir aus Ä durch Absonderung eines 
darin enthaltenen Gliedes ä sofort ein Aggregat A erzeugen, 
welches kleiner ist als e. Man kann demzufolge nach 4) auch 
behaupten: 
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8) Es muß stets möglich sein, aus einem Jconvergenten addi- 
tiven Aggregate Ä von unendlich vielen positiven rationalen Zahlen 
einen Bestandteil TA so aheusondem, daß nicht nur jeder Bestand- 
teil TÄ des iibrighleibenden Aggregates Ä, sondern au^h das ganze 
übrigbleibende Aggregat Ä Meiner ist als eine bestimmte, beliebig 
Mein anzunehmende, positive rationale Zahl € (W), 

§ 8. Darstellung eines konyergenten additiyen Aggregates 
durch einen systematischen Bruch. 

Gestützt auf diese Bemerkung, wollen wir jetzt versuchen 
zu bestimmen, wie oft in einem konvergenten additiven Aggre- 
gate Ä, welches man so weit beherrscht, daß man zu jedem be- 
stimmten, noch so kleinen e einen Bestandteil TA wirklich 
so absondern kann, daß das übrigbleibende Aggregat Ä <Cs 

ist, der genaue Teil -^ der Einheit enthalten ist. Wir sondern 

hierzu zunächst einen Bestandteil T'A so ab, daß das übrig- 
bleibende Aggregat 

ist; dann ermitteln wir, wie oft -^^i in der rationalen Zahl 
T'A enthalten ist; dabei ergibt sich 

TT' j gfc + 1 I Yk +_i 

^ ^ — ^fc + i 1" ^* + i> 

wobei g^^i eine Anzahl, y^^^ eine nicht negative rationale 
Zahl kleiner als 1 bezeichnet. Wir heben weiter aus q^^^^ 
das größte darin enthaltene Vielfache von n heraus, setzen 
also 

9'ifc+i "^ ^*** + ßk+19 wobei ^ jS^^^ ^n — 1 ist. 

Somit erhält das gegebene Aggregat folgende Gestalt: 
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Da nun 

ist^ so ersieht man^ wenn 
ist^ daß 

d. h. es ist dann entschieden, daß -^ in A genau Cj^ mal ent- 
halten ist. Ist aber /3^^i«n — 1, so erfahren wir nicht, ob 
^"~ fcl rT^-*-^ + ^' noch -j enthält oder nicht, da 

?*±i 4- y^' ^ __i_ 

sein kann; wir erfahren nur, daß 

^ — i + rt-n I r^Vdil 
^k + i -r -o. ^ j + i , 



also 



^ < ^ + !Lhi ist. 



Um auch in diesem Falle die Entscheidung herbeizuführen, 
werden wir aus dem Aggregate ^~ + Ä' einen Bestandteil 
T" (^^1^ + Ä'j so absondern, daß das übrigbleibende Aggregat 
A''<.-j-y^ ist. Jetzt verfahren wir ganz analog wie vorhin; 



■ n' 
wir setzen 






wobei g^^a ®i^® Anzahl bezeichnet und yk-\-%^^ ^^*5 ^^^ 
setzen femer 

Qk + 2 ^ ^* + i ^ + P* + 2 

d. h. wir heben aus g^^j ^^^ größte darin enthaltene Vielfache 
von n heraus und bezeichnen den Rest mit ßj^^^} so daß 
/^*+2 ^ ^ ~" 1 ist. Damit erhalten wir 
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und ersehen sofort, daß Cj^^^ nur die Werte und 1 annehmen 

kann, da ja -J -\ — ^^ + -jn schon größer als Ä ist. Ist 

nun C^^i = 1, so ist die Entscheidung erreicht, daß ^^ in -t4 

(Cj + l)mal enthalten ist; ist C;t^i = und zugleich /S*+2^^~"2, 
so wird: 

J ^ ^ _]_ ^-^ 4- _?L_ ^ ^K+1 
^^ w* "^ w* + i ^ w* + «^"n* ^ 

d. h. es ist entschieden, daß -^ nur c^mal in Ä enthalten ist. 

Die Entscheidung wird aber nicht erlangt, wenn c^^i = und 
zugleich ft^j =» n — 1; dann ist nämlich 

^ ~ n* "^ "r?^ "^ i?+^ "^ ^ 

und man weiß nur, daß 

also 

. c n-1 n-1 2 

^ ^ «j ^ «» + 1 ^ w* + « ^ w»-^» 

ist. Nun wird man von dem Aggregate -j^"— + J." einen Be- 
standteil ^'"(~Iti + -4") so absondern, daß das übrigbleibende 
Aggregat J.'"< -,^:^ ist. Man erhalt dann analog wie oben 

dabei ist ersichtlich die Anzahl Cj^^i<2, die Anzahl /S^^j < n, 
und die nicht negative rationale Zahl y^^^g < 1. Ist 0^^4.2 = 1; 

so ist die Entscheidung erlangt, daß -j- (Cj^+ l)mal in Ä ent- 
halten ist; ist C;t^2 ==' und jS^^j < w -:- 2, so ist damit ent- 
schieden, daß Hk iiiir C;,, mal in Ä enthalten ist. Die Ent- 
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Scheidung wird aber wieder nicht erreicht, wenn C^+2 =^ ^ ^^^ 
zugleich )3^^8 = w — 1 ist. Man kann nun allerdings das Ver- 
fahren fortsetzen, muß aber die Möglichkeit zugeben, daß 
jedesmal der Ausnahmsfall eintritt, in welchem die Ent- 
scheidung nicht erlangt wird, nämlich daß C;^^^ = und ß^+i^i 
= n — 1 wird, wie groß auch i genommen werden mag, so 

daß die Entscheidung nie erreicht werden kann, ob -j^Cj^mal 

oder (Cf^ + l)mal in Ä enthalten ist. Allerdings kann man be- 
merken, wenn alle Cj|.^,. = sind (i = 1, 2, 3, . . .) und alle 

c -4- 1 
ßk+i+i = w — 1, so ist J. = * fc , da das Aggregat aus allen 

Zahlen 7+,- gleich ^ ist; es ist also Ä gleich einer ratio- 
nalen Zahl; die Entscheidung darüber, ob dies der Fall sei 
oder nicht, kann aber jedenfalls nur aus der Definition des 
Aggregates geholt werden; wir bemerken daher: 

9) Es kann der FaU eintreten, daß dwrch mechanische 
Rechnung die Entscheidung nicht erzwungen werden kann, ob 

-^ in A Cj^mal oder (cj^ + l)mal enthalten ist 



§ 9. Die konyergenten addltiTen Aggregate haben den 

Charakter einer Summe; Erklärung des Ausdruckes 
,,8umme you unendlich yielen positiTen rationalen Zahlen^^ 

und der Bezeichnung ^g^ , 

v = 

Sind die Glieder eines konvergenten additiven Aggre- 
gates ein-eindeutig auf die aufeinanderfolgenden Anzahlen 1, 2, 
3, . . . bezogen, so bezeichnet man das Aggregat mit dieser 
bestimmten Aufeinanderfolge seiner Glieder wohl auch als 
unendliche Reihe; trifft man überhaupt eine andere An- 
ordnung der Glieder, bei der aber jedes wieder erscheint, so 
wird dadurch offenbar an den Bestandteilen des Aggregates nichts 
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geändert; d. h. das Aggregat ist unabhängig yon der 
Anordnung seiner Glieder. Es ist aber auch unab- 
hängig von der Gruppierung seiner Glieder. 

Bildet man nämlich aus den sämtlichen Gliedern a eines 
konvergenten additiven Aggregrates -4 = {a} endlich oder un- 
endlich viele Gruppen, g sei der Repräsentant einer solchen, 
indem man jedes a in eine aber nur eine Gruppe aufnimmt, 
und bezeichnet das additive Aggregat aus allen diesen Aggre- 
gaten 9 mit ®, so gilt nach Weierstrass folgendes: 

10) 1. Jedes Aggregat g, welches unendlich viele Glieder a 
enhält, Jconvergiert. 

2. Das Aggregat @ aus allen Aggregaten g konvergiert. 

3. ® ist gleich dem ursprünglichen Aggregate A. 
Jeder Bestandteil eines Aggregates g und ebenso jeder 

Bestandteil von @ ist ja auch ein Bestandteil von A, da ja 
zu seiner Bildung nur endlich viele a verwendet werden; der 
Voraussetzung nach gibt es aber eine Zahl g, größer als jeder 
Bestandteil TJl Es ist aber auch umgekehrt jeder Bestand- 
teil von A Bestandteil von ®, da jedes a in einem Aggregate g 
auftritt. 

Um dafür ein Beispiel zu geben, betrachten wir das ad- 
ditive Aggregat der unendlich vielen Zahlen, welche der Aus- 
druck 

1 

liefert, wenn man X und fi unabhängig voneinander die Reihe 
der Anzahlen 1, 2, 3, . . . durchlaufen läßt. Die Konvergenz 
dieses Aggregates ist leicht festzustellen; zur Bildung eines 
Bestandteiles kommen nur endlich viele Glieder zur Verwen- 
dung; in diesen treten nur endlich viele Werte von A und 
ebenso von ft auf; ist l der größte Wert, den A, m der größte 
Wert, den ^ annimmt, so ist ein solcher Bestandteil gewiß 
nicht größer als das Produkt: 
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es ist somit y größer als jeder Bestandteil des Aggregates. 
Nun können wir alle Zahlen y~^ (i^ = 1? 2, 3, . . .) in eine 
Gruppe öl zusammenfassen, alle Zahlen — ^^ in eine Gruppe 
02 usf., alle Zahlen ^^ in eine Gruppe 9;^. Das Aggregat Q^ 
ist aber, wie im 1. Beispiele § 3 gezeigt wurde, gleich -^i^i 
also ist das betrachtete Aggregat {^Xsä^} gleich dem Aggregate 
der unendlich vielen Zahlen: ^, -r^, ^n, ^...; dieses ist 

aber nach dem erwähnten Beispiele für S '^ y 'gleich ^ y 

ein Resultat, welches allerdings auch aus der Begrenzung der 
Bestandteile hätte entnommen werden können. 

Die unter 10) angeführten Eigenschaften eines konvergenten 
additiven Aggregates von unendlich vielen positiven rationalen 
Zahlen zeigen in der Tat, daß ein solches Aggregat den Charak- 
ter einer Summe hat, und rechtfertigen den Gebrauch des 
Wortes Summe. Wenn man also von einer Summe von 
unendlich vielen positiven rationalen Zahlen spricht, 
so ist darunter eigentlich nur zu verstehen, daß das additive 
Aggregat aus allen diesen Zahlen konvergiere; man kann aber 
auch jedes dem betrachteten Aggregate gleiche Aggregat 
als Summe des ersteren bezeichnen; dies ist wohl nur dann 
üblich, wenn das letztere Aggregat eine rationale Zahl ist oder 
ein systematisch geordnetes Aggregat, dessen Glieder die Form 

C| Ca Cy 

haben, wobei f ür v ^ 1 ^ c^ < w — 1 ist. 
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Mit dem Gebrauch des Wortes Summe für konvergente 
Aggregate geht Hand in Hand auch die Ausdehnung des Ge- 
brauches der Summensymbole*, so bezeichnet man z. B. das 
additive Aggregat aus allen Potenzen g** (g < 1, n =*= 0, 1, 2, . . .) 

mit 

1 + q + q* + q^ -^ in inf. 



oder schreibt geradezu 

Analog würde man das oben betrachtete Aggregat der Zahlen 
-^ — bezeichnen als Doppelsumme: 



Dritte Vorlesung. 

ßechnuiigsoperationen mit konvergenten 

additiven Aggregaten ans nnendlich vielen 

positiven rationalen Zahlen. 

§ 10. Die Addition. 

Nachdem wir die Erklärung der Gleichheit für konver- 
gente additive Aggregate von unendlich vielen positiven ratio- 
nalen Zahlen festgestellt haben, können wir daran gehen zu 
untersuchen, ob sich auch die vier arithmetischen Grund- 
operationen im Gebiete der rationalen Zahlen auf solche Ag- 
gregate ausdehnen lassen. 

Unter der Summe zweier konvergenter additiver Aggregate 

A= {a} und B= [b] 

verstehen wir dasjenige additive Aggregat, welches aus allen a 
und b gebildet wird, imd bezeichnen dasselbe mit { a, 6 } ; dem- 
nach wird Ä + B erklärt durch { et, 6 } ; es ist unmittelbar klar, 
daß das neugebildete Aggregat konvergiert, denn jeder Bestand- 
teil desselben setzt sich zusammen aus einem Bestandteile TA 
und einem Bestandteile TB. Der Voraussetzung nach gibt es 
aber positive rationale Zahlen g und h so beschaffen, daß jeder 
TA<ig und jeder TB<ih ist: folglich ist auch jeder Be- 
standteil 

T[a,b)<g + h. 
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Wird zwischen den rationalen Zahlen a und h eine ein-ein- 
deutige Zuordnung hergestellt — eventuell mit Benutzung von 
beliebig vielen Nullen — , so ist nach § 9 10) 

wobei in a + 6 zwei einander entsprechende Zahlen zusammen- 
treten. 

Nach der Erklärung der Gleichheit ist: 

A + B = B+Ä. 

Liegen drei konvergente additive Aggregate J. = { a } , JB = [b] 
und C = { c } vor, so haben wir, um A -\- B + C zu erhalten, 
das Aggregat zu bilden, welches aus allen Gliedern von { a, 6 } 
und allen Gliedern von [c] besteht; wir bezeichnen dasselbe 
mit {a, fe, c] und ersehen sofort, daß die Summe von drei 
konvergenten Aggregaten wieder durch ein konvergentes Ag- 
gregat dargestellt wird und von der Anordnung der Summan- 
den unabhängig ist; bei ein-eindeutiger Zuordnung der a, &, c 
ist { a, 6, c } = { a + 6 + c } . Dies überträgt sich ohne weiteres 
auf die Summe von beliebig endlich vielen konvergenten Ag- 
gregaten 

Das Aggregat aus allen a, allen a", . . ., allen a^**), welches 

wir durch 

[a\ a", ... a(«)} 

bezeichnen, konvergiert und stellt die Summe A+ A'-\ 1- -^^"^ 

dar, die unabhängig ist von der Gruppierung der Summanden 
[§ 9 10)]; bei ein-eindeutiger Zuordnung der a\ a", . . . a(**> ist 

Sind unendlich viele Aggregate A gegeben und konver- 
giert das Aggregat aus allen Aggregaten J., welches wir durch 
[[o,]\ bezeichnen, so stellt dasselbe die Summe aller dieser 
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Aggregate dar. So konvergiert z. B. das Aggregat aus allen 
Potenzen des Aggregates: 

Q^i + h + h + --- ^^- <Y 

und stellt die Summe Q + Q^ -\ in inf. dar. 

§ 11. Die Subtraktion. 

Ist A> B, so gibt es ein Aggregat (7, für welches 
jB + C = JL ist; es wird durch A — B bezeichnet und heißt 
die Differenz zwischen A und B, Gelingt es, jedem Gliede a 
von A oder einer passend gebildeten Gruppe g von Gliedern a 
ein Glied 6 oder eine passend gebildete Gruppe 1^ von Gliedern 6 
so zuzuordnen, daß immer 9^1^ ist, so konvergiert selbst- 
verständlich das Aggregat aus aUen Differenzen g — 1^ und 
stellt das gesuchte Aggregat C dar. Dies ist z. B. möglich, 
wenn 

ist; dann wird: 

1 1 _ W + w + 1 1 



n(n + l) (n + iy w(n + 1)» ^ n(w + 1) 
und 

^ w(n + l)» 

n=l ^ ' ^ 

ist das gesuchte Aggregat C. Ist dies nicht möglich, dann 
wird man, um die Existenz des Aggregates C nachzuweisen, 
etwa so verfahren: es gibt eine kleinste Anzahl Cq + 1, so be- 
schaffen, daß: 

B + €,£A<B + c, + l ist; 

tritt links die Gleichheit ein, so ist Cq das gesuchte (7; tritt 
die Gleichheit nicht ein, so gibt es ein kleinstes Vielfaches von 

T. D4nt scher, die Welentrasflsche Theorie d. irrat. Zahlen. 8 
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— (w>l) — wir bezeichnen es mit ^ *" (O^c^^n — l) — 
so beschaffen^ daß 

tritt links die Gleichheit ein, so ist Cq + — das gesuchte (7; 

ist dies nicht der Fall, so wird man den SchlnB wiederholen 
nnd konstatiert damit die Existenz eines konvergenten Ag- 
gregates 

eo + ^ + i + '--mml 

SO beschaffen, daß fQr jedes ganzzahlige v 

5+Co + - + -. + --- + %<-^<-B+^o + - + -.+ ---+^^ 

ist. Allerdings ist dabei nicht zu übersehen, daß bei der Be- 
stimmung dieser Zahlen c^ die unter § 8 9) erwähnte Schwierig- 
keit eintreten kann. 

Nun läßt sich in der Tat zeigen, daß das Aggregat 

^, -% die gesuchte Größe C ist. Bezeichnen wir dasselbe 

r = 

für den Augenblick mit C,' so ist aus der vorstehenden Un- 
gleichung sofort zu ersehen, daß 

B + C<Ä, 

und weiter, daß die Annahme B + C <,Ä mit der Ungleichung 

A<B + Co + ^ + ^, + '" + ^"tl 

im Widerspruche steht; denn nach § 7 6) ist für hinreichend 
große Werte von v mit B + C <^Ä zugleich auch 



folglich ist 



n' 



B + C^Ä. 
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§ 12. Die MultipUkation. 

Die Summe aus n konvergenten Aggregaten, deren jedes 
J. = { a } ist, wird nach dem Prinzipe der GhTippenbildung 
durch das Aggregat [na] dargestellt; ersetzt man in dem 
Aggregate { a } , d. h. in jeder der Zahlen a die Einheit durch 
die Anzahl n, so ist das Resultat ebenfalls das Aggregat [na], 
dessen Eonyergenz außer Zweifel steht. 

Wendet man die ftir die Multiplikation positiver rationaler 
Zahlen eingeführten Bezeichnungen auch auf konvergente Ag- 
gregate an, so sind die Symbole nÄ und An durch das 
Aggregat {na} zu erklären, d.h. 

11) JEin konvergentes additives Aggregat von tmendlich 
vielen positiven rationalen ZcMen ivird mit einer Anzahl vmiUv- 
pUziert, indem man jedes Glied des Aggregates mit dieser As^ 
zaM multipliziert. 

Hieraus folgt sofort, daß 

Es gibt also ein konvergentes Aggregat, nämlich | — | welches, 
mit n multipliziert, A liefert; demnach werden die Symbole 
— Ay — , A— durch das Aggregat { — } erklärt. 

Unter — A ist die Zahl zu verstehen, welche entsteht, wenn 
man in — die Einheit durch A ersetzt; das ist aber ml -1, also 

nach 11) { — ötj . Unter A — ist das Resultat zu verstehen, wel- 
ches sich ergibt, wenn man in -4 die Einheit durch — ersetzt: das 
ist aber eben auch das Aggregat {'— ötj; demnach sind die 

Symbole —A und A— durch das Aggregat { — «} z^ er- 
klären, d, h. 
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12) Ein konvergentes additives Aggregat von unendlich 
vielen positiven rationalen Zahlen wird mit einer positiven ratio- 
nalen Zahl muttipliziert, indem man jedes Glied des Aggregates 
mit derselben multipliziert. 

Ist £= [b] ein zweites konvergentes Aggregat, so laßt 
sich nun das Resultat angeben^ welches man erhält^ wenn man 
in A die Einheit durch B ersetzt; es ist offenbar das Aggregat 
aus allen Aggregaten aB, also nach dem Vorhergehenden das 
Aggregat [ah] aus allen Produkten ah. Es läßt sich dem- 
nach die Erklärung der Multiplikation im Gebiete der positiven 
rationalen Zahlen auch noch ausdehnen auf das Gebiet der 
konvergenten Aggregate. Würde man in B die Einheit durch 
A ersetzen, so erhielte man das Aggregat aus allen Aggregaten 
hAj somit das Aggregat [ia] aus allen Produkten ha^ welches 
mit dem Vorhergehenden gleich ist. 

Es bleibt nur noch zu zeigen, daß dieses so gebildete 
Aggregat konvergiert unter der Voraussetzung, daß jeder 
TA < g und jeder TB < h ist. Ein Bestandteil des Aggre- 
gates [ah] nimmt nur endlich viele a und nur endlich viele 
6 in Anspruch; die Summe der ergteren ist aber kleiner als g^ 
die Summe der letzteren kleiner als Ä, folglich ist jeder 

T[a})) <gh 
Wir stellen also fest: 

13) Sind A^[a] und B^[h] konvergente additive Aggre- 
gate von unendlich vielen positiven rationalen Zahlen, so werden 
die Produkte AB und BA durch das konvergente additive Aggre- 
gat [ah] dargestellt. 

Dasselbe Resultat ergibt sich auch, wenn man die Multi- 
plikation als eine Operation auffaßt, durch welche aus zwei 
Zahlen u und v eine dritte 0'(w, v) abgeleitet wird, die den 
Bedingungen 

(1) ^(1,u)-^(m, 1)=M 

(2) d'{uj V + w)-^ &(u, v) -f d'{uj w) 
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(3) ^(w + !?,««;) = Q-{u, w) + ^{Vy w) 

genügt^ von welchen die zweite als ^^Distributivität nach vor- 
wärts^^y die dritte als ^^Distributivität nach rückwärts^' bezeichnet 
wird. Denn nach (2) ist das Produkt AB zu erklären durch 
das Aggregat aus allen noch zu erklärenden Produkten Ab, 
wobei & ein einzelnes Glied von B bedeutet; jedes solche Pro- 
dukt Ah ist nun nach (3) zu erklären durch das Aggregat 
aus allen Produkten ah, wobei a über alle Glieder von A zu 
erstrecken ist. Somit ist ^JB zu erklären durch das Aggregat 
[ah] aus allen Produkten ahy erstreckt über alle a und alle h. 
Es ist leicht zu ersehen, daß das Produkt BA durch dasselbe 
Aggregat [ah] erklärt wird. 

Ebenso wird das Produkt ABC aus drei konvergenten 
Aggregaten durch das konvergente Aggregat [ahc] aller Pro- 
dukte ahc dargestellt und ist demnach von der Aufeinander- 
folge der Faktoren unabhängig. Es wird auch das Produkt 
aus einer beliebigen endlichen Anzahl von konvergenten Aggre- 
gaten 

A' = {a]y ^" = {a"},...^W={a(*)} 

erklärt durch das konvergente Aggregat {a\ a". . .a^^^} aus 
allen Produkten a . a'\ . . a^*) und daher auch insbesondere die 
i*® Potenz jedes konvergenten additiven Aggregates wieder 
durch ein solches Aggregat dargestellt. 

§ 13. Die Division. 

Wenn es ein konvergentes additives Aggregat C gibt, 
welches die Forderung A^BG erfüllt, so bezeichnen wir 

dasselbe durch ^ oder A : B und sagen, daß durch dasselbe 

der Quotient aus A durch B darsgestellt werde. 

Die Existenz eines solchen Aggregates wird so gezeigt: 
es gibt eine kleinste Anzahl Cq + 1; so beschaffen, daß 
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ist; tritt links die Gleicliheit ein, so ist Cq die gesuchte Größe 
(7; tritt sie nicht ein, so gibt es im Intervalle ^ q ^ n — 1 
eine Anzahl c^, so beschaffen, daß 

ist. Tritt links nicht die Gleichheit ein, so setzen wir den 
Schluß fort und kommen zur Kenntnis eines konvergenten 
Aggregates: 



^o + ir + -^«+ ^ ;? + "•' 

für welches 

ist, und zwar für jedes ganzzahlige v. Bezeichnen wir dieses 
Aggregat mit (7, so ist in der Tat leicht zu zeigen, daß 

BC^Ä ist. Der Ungleichung b(cq + ^ + - -- + ^^ <Ä 

zufolge ist nämlich BG^Ä^ weil jeder Bestandteil Yon BC 
in A enthalten ist. Wäre nun BG <iAy so wäre nach § 7 

*6) für hinreichend große Werte von v auch JS((7+ -7) < -^; 

dies widerspricht aber der Ungleichung JBfc^ + — H 1- ^"V ) 

> A, also muß BG « A sein. 

Auch hier ist wieder zu bemerken, daß bei der Be- 
stimmung der Zahlen c^, Cj, c^, ... die unter § 8 9) angegebene 
Schwierigkeit eintreten kann; es wird sich aber in der nächsten 
Vorlesung ein Verfahren zur Ausführung der Division ergeben, 
welches von diesem Mangel frei ist. 
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§ 14. Erweitemng des ZaMbegriffes durch Aufnahme 

der konyergenten addltiyen Aggregate aus unendlich 

Tielen positiyen rationalen Zahlen; Nachweis der Existenz 

der A^ Wurzel aus einer positiyen rationalen Zahl, die 

nicht seihst die k^ Potenz einer solchen ist. 

Nachdem wir erkannt haben, daß die arithmetischen GFrond- 
operationen im Gebiete der positiven rationalen Zahlen auch auf 
die konyergenten additiven Aggregate von unendlich vielen po- 
sitiven rationalen Zahlen ausgedehnt werden können, erweitern 
wir nun in der Tat das Zahlengebiet in dem Sinne, 
daß wir jetzt auch die konvergenten additiven Aggre- 
gate als Zahlen bezeichnen, so daß das erweiterte Zahlen- 
gebiet die rationalen Zahlen und die konvergenten additiven 
Aggregate aus unendlich vielen positiven rationalen Zahlen, die 
man auch als positive irrationale Zahlen bezeichnet, umfaßt. 

Nun ist leicht zu zeigen, daß es in diesem erweiterten 
Gebiete stets eine Zahl gibt, deren X;^ Potenz gleich ist einer 
positiven rationalen Zahl r, die nicht selbst h^ Potenz einer 
solchen ist 

Das im § 1 entwickelte Aggregat 

(7 = Co+^ + -*^ + -^. + --- 

ist sicher konvergent, da die Anzahlen c^, c,, Cg, sämtlich nicht 
größer sind als w— 1, und es besteht, wenn wir die Be- 
zeichnung 

^^-^o + ^ + ä + --- + J. 

einführen, für jedes ganzzahlige v die Ungleichung 

i\* 



C^<r<{G^ + ^) 



Bilden wir nun durch Multiplikation die Potenz (7, so ist so- 
fort zu ersehen, daß dieselbe gleich r ist. Da für jedes v die 
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Potenz C!^<r ist, so ist (7^r. Die Annahme C^Kr ist 
aber unmöglich, weil dann nach § 7 6) für hinreichend große 

Werte von v auch (C + — f) < r folgen würde, was der De- 
finition des Aggregates C widerspricht; also ist notwendig 

Obwohl wir nur endlich viele Stellen von C ermitteln 
können, so sind wir doch imstande, alle Stellen von (7* zu 
bestimmen. 

Ist z. B. r eine Anzahl, aber nicht selbst die Ä*® Potenz 
einer solchen, so können wir behaupten, daß 

ist. Setzen wir nämlich C = C^ + y^, so ist y^ < — r, wird 
weiter C* = CJ + A^ gesetzt, so ist, wie im § 1 bemerkt 
wurde, A^ < kK(cQ + 1)*~^ — r und kann daher dadurch kleiner 
als — gemacht werden, daß man v größer wählt als eine 
gehörig groß bestimmte Anzahl N. Nun ist wegen 

0<A,<^ 

d. h. wenn man die Berechnung von C* gehörig weit fort- 
setzt, so erhält man r — 1 Einheiten und für jede einzelne 
folgende Stelle den Wert w — 1; also ergibt sich für (7* der 
Ausdruck 



-i+J"-5^, 



d. h. es gibt, wenn r eine Anzahl ist, und zwar nicht selbst 
die Ä*® Potenz einer solchen, auch im erweiterten Zahlengebiete 
keine Zahl, deren Ä;** Potenz r selbst ist, sondern nur eine 



v\ 
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irrationale Zahl, deren it** Potenz gleich r ist und zwar zu 
folge der Gleichheit 



_ ^ n— 1 



1 = 

Ist 

'•-'•o + ^ + ä + --- + 5 (n^l) 

so zeigt man ebenso leicht, daß die Berechnung von C* den 
Ausdruck 

^0 "1" w "^ w» "^ " "^ n'-* "•" n' j{^ w^+^ 

liefert. Macht man nur q > i, so ist wieder 

d. h. CJ stimmt bis einschließlich zur i — 1*®** Stelle mit r 
überein, für die i^ Stelle ergibt sich r^ — 1, fiir alle folgenden 
bis einschließlich zur q^^ der Wert n — 1, Die Berechnung 
von C* liefert also in der Tat den oben angeführten Ausdruck. 
Enthält aber die Zahl 



00 



unendlich viele von Null verschiedene Stellen Sj^, so gibt es 
für eine solche Zahl eben nur eine einzige Darstellung in 
dieser Form und ist daher notwendig C* mit s identisch. 

§ 15. Zuordnung der Funkte einer Euklidischen Geraden 
zu den Zahlen und umgekehrt. 

In dem erweiterten Zahlengebiete wird das Verhältnis der 
Längen von je zwei Strecken durch eine rationale oder eine 
irrationale Zahl dargestellt. Fixiert man auf einer Euklidischen 
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Geraden den Nullpunkt und den Einheitspunkt E und be- 
zeichnet mit P einen Punkt der Halbgeraden OE, so ent- 
spricht jedem solchen Punkte eine positive rationale oder irra- 
tionale Zahl; umgekehrt entspricht jeder positiven rationalen 
Zahl ein Punkt P, der durch Aneinanderreihung von Einheits- 
strecken und genauen Teilen derselben in endlicher Anzahl er- 
reicht wird; einer irrationalen Zahl dagegen^ die nicht perio- 
disch ist, kann ein Punkt durch solche Aneinanderreihung 
nicht zugeordnet werden, es muß vielmehr der durch die irra- 
tionale Zahl gegebene Eonstruktionsprozeß als Vertreter eines 
Punktes aufgefaßt werden, wofür die Berechtigung wohl nur 
in der Erklärung der Gleichheit, des Größer- und Kleiner- 
Seins dei» irrationalen Zahlen zu suchen ist. Wenn man be- 
rücksichtigt, daß ja auch eine irrationale Zahl nur durch ihre 
Definition bestimmt ist, aus welcher in der Regel nur ein 
Rechnungsverfahren zur Bestimmung von beliebig endlich vielen 
Stellen abgeleitet wird, so wird man wohl zugeben müssen, 
daß die Zuordnung der Zahlen zu den Strecken und der 
Strecken zu den Zahlen genau auf derselben Stufe stehen, 
wenn man von speziellen Konstruktionen (mit Zirkel und 
Lineal), wie z. B. der )/2, absieht. 

§ 16. Yollkommen bestimmte Irrationalzahlen. 

Eine irrationale Zahl von der Form 

in welcher a^ eine beliebige Anzahl, a^^ für A ^ 1 eine Anzahl 
aus der Reihe 0, 1, 2, ...» — 1 bezeichnet, möge eine ;,voll- 
kommen bestimmte^ heißen, wenn, abgesehen von einer 
endlichen Anzahl von Anferngsstellen a^, o^; . . . a^-.i; jedem 
Werte A ^ » eine Anzahl a^ im Intervalle (0, ... n — 1), un- 
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abhängig von allen übrigen, durch irgend eine Festsetzung zu- 
geordnet wird. 

Bezeichnet z. B. P;^ die Anzahl der verschiedenen Prim- 
zahlen, welche in l enthalten sind, und a;^ den kleinsten nicht 
negativen Rest der Division von P;^ durch n, so ist dadurch 
für A > 1 jedes a^ unabhängig von allen übrigen als eine An- 
zahl aus der Reihe 0, 1, 2, ... w — 1 bestimmt. Diese „voll- 
kommene Bestimmung'* einer irrationalen Zahl drückt wohl 
die äußerste Forderung aus, die man überhaupt stellen kann; 
ob in einem besonderen Falle, z. B. für y2, eine solche über- 
haupt möglich ist oder nicht, ist meines Wissens eine noch 
offene Frage. 

Dagegen ist es nicht schwer, vollkommen bestimmte 
Irrationalzahlen zu bilden, welche z. B. die Eigenschaft haben, 
daß ihr Quadrat, oder, was auf dasselbe hinauskommt, daß 
ihre Quadratwurzel selbst wieder eine vollkommen bestimmte 
Irrationalzahl ist; ein einfaches Beispiel dieser Art möge hier 
Platz finden. Bedeutet h eine positive Zahl, kleiner als 1, so 
ist zu ersehen, daß im Quadrate von 

die Koeffizienten der Potenzen von h nur die Werte 0, 1, 2 
haben können, und die Regel für die Bestimmung dieser 
Koeffizienten leicht anzugeben. Man erhält: 



»'=0 vsO 1»=! 




Die Reihe der Koeffizienten von H ist ersichtlich nicht perio- 
disch, ebenso ersieht man sofort, daß auch die Reihe der 



/ 
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Eoeffizienten ao> ^19 ^> * - - keine Periode enthalt; eine solche 
müßte ja doch auch den KoefiSzienten 1 der Glieder Ä**"*"^-* 
enthalten; das Intervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Gliedern ä*""*"^"* und ä*""^'"* ist aber eben nicht konstant. 

Jede in den Formen 2"+^ — 2 und 2" + 2"'— 2 (v<v) 
enthaltene Anzahl wird, wenn v die Reihe der natürlichen 
Zahlen 0, 1, 2, . . . und v die Reihe 0, 1, 2, . . . v — 1 durch- 
läuft, nur einmal erzeugt. Soll 2"+^ =- 2? + 2?' ((>'< p) sein, 
so müßte 2*+^"^' == 2^~?'+ 1 sein, was unmöglich ist, da 
q>q' und v+l>Q ist; soll anderseits 2^ + 2"' — 2(^ + 2?' 
sein {q'^v'), so müßte, wenn q^^v ist, auch p =« 1/ sein; 
wenn aber q <v ist, so müßte 2""?'+ 2»''-?'« 2?-?'+ 1 sein, 
was ebenfalls immöglich ist. 

Die Koeffizienten der Reihe Q haben also in der Tat nur 
die Werte 0, 1, 2. 

Die Regel zur Bestinmiung der Koeffizienten aj^ ist die 
folgende: 

Ist A + 2 eine Potenz von 2, so ist a^^ ==1; ist A + 2 
nicht eine Potenz von 2, 2*' die höchste darin enthaltene Potenz 
von 2, und {k + 2)2~*'— 1 eine Potenz von 2, so ist a^ = 2. 

In allen übrigen Fallen ist a^ =» 0. 

Setzt man ä = — , so ist: 

j^ TÖ^^HhlT^ + ^ ^ 108'' + »''- 2 

eine vollkommen bestimmte irrationale Dezimalzahl, deren 
Quadratwurzel die ebenfalls vollkommen bestimmte irrationale 
Dezimalzahl 

1 



1 



ist. 
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Vierte Vorlesung. 

Die additiven Aggregate ans nnendlich vielen, 
teils positiven, teils negativen rationalen 

Zahlen. 

§ 17. ErUäraug der Gleichheit, Eonyergenz und 
Divergenz. 

um ein additives Aggregat 31 aus unendlich vielen ^ teils 
positiven, teils negativen rationalen Zahlen zu bezeichnen, 
vrählen wir a als Repräsentanten der positiven, — a' als Re- 
präsentanten der negativen rationalen Zahlen und bezeichnen 
das ganze Aggregat mit dem Zeichen: 

{«, -a'}. 

Ist 33 = { 6, — 6' } ein zweites Aggregat derselben Art, 
80 handelt es sich zunächst wieder um die Erklärung der 
Gleichheit; dieselbe ist jedenfalls so zu stellen, daß sie die im 
Oebiete der rationalen Zahlen in sich enthält; also so: 

13) Die Aggregate 31 und 33 werden nach W als gleich 

erklärt, wenn 

{a} + [b'} =. {«'} + [b] 

ist, und es wird, so wie im Gebiete der rationalen Zahlen, 
erklärt: 

2l>33 wenn {a) + {V} > {a') + {h} 
und 

2l<33 wenn [a] + {h') < {a') + {b) ist 
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Die hier auftretenden additiven Aggregate enthalten nur posi- 
tive rationale Zahlen; die Gleichheit ist aber bedeutungslos, 
wenn nicht alle vier darin auftretenden Aggregate kon- 
vergieren. Hieraus ergibt sich sofort die Erklärung der Kon- 
vergenz eines solchen Aggregates nach W: 

14) Ein additives Aggregat [a, — a'} atis unendlich mden 
teils positiven, teils negativen rationalen Zahlen konvergiert dann 
und nur dann, wenn jedes der Aggregate {a} und [a^] Jcon- 
vergierL 

Versteht man nach W unter dem „absoluten Betrage^ 
einer positiven Zahl diese selbst, unter dem absoluten Be- 
trage einer negativen Zahl — a' die ihr entg^engesetzte posi- 
tive Zahl a' und bezeichnet den absoluten Betrag einer Zahl z 
mit {jerj, so kann man die Bedingung für die Konvergenz auch 
so ausdrücken: 

15) Ein additives Aggregat [e] von unendlich viden, teils 
positiven, teils negativen rationalen Zahlen e konvergiert dann 
und nur dann, wenn das additive Aggregat [[z } aus den „ab- 
soluten Beträgen^ aUer dieser Zahlen konvergiert (TF). 

Es konvergieren demnach z. B. sicher die Aggr^ate aus 
den sämtlichen Potenzen (— l)*g^, (0 < ff < 1) 

aus den samtlichen Zahlen - S^'rTv 

und aus den samtlichen Zahlen -^^ — ; 



(H=l,2,3,-.-) 



Der absolute Betrag einer Summe von endlich vielen posi- 
tiven und n^^tiven rationalen Zahlen ist niemals großer als 
die Summe der absoluten Betrage der einzelnen Zahlen; dies 
gilt auch für ein konvergentes Aggr^at 8 = { o, — a' } . Denn 

es ist 

!?(' — { ö, — ff' } , wenn { a } > { a' } ist, 
dagegen 

?( — { a', — ci } , wenn { « } < { a* } ist 
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Das Aggregat aus den absoluten Beträgen aller Olieder 
von 31 ist {a, a'} und dieses ist sicher größer als |8[|, denn 
wenn z. B. {a}>{a'} ist, so ist [a, a'}>{a, — a'}, weil 
{ a, ö^' } + { ö' } > { » } , da ja { a' } >0 vorauszusetzen ist. 

Die aufgestellte Erklärung der Gleichheit hat natürlich 
auch hier nur für konvergente Aggregate eine richtige Be- 
deutung und umfaßt ihrer Entstehung nach auch den Fall, 
daß eines der beiden Aggregate nur aus endlich vielen posi- 
tiven und negativen rationalen Zahlen besteht. Für ein solches 
Aggregat 95 = { &, — 6' [ ist dann { 6 } = r eine rationale Zahl 
und ebenso {&'} = / eine rationale Zahl. Ist insbesondere 
r = r, so ist 85 = 0, und wir ersehen jetzt die Bedingung, 
unter welcher ein konvergentes Aggregat 81 = { a, — a' } gleich 
NuU ist; das ist dann und nur dann der Fall, wenn 

{a} +r^\a) + r oder also wenn {a) = {a'} ist. 

Nach der für die Konvergenz notwendigen Bedingung gilt 
auch hier der Satz: 

16) Es muß stets möglich sein, atts einem konvergenten addi- 
tiven Aggregate 31 = { a, — a } eine endliche Änisähl von Gliedern 
so abzusondern y daß das ührighleibende Aggregat dem absoluten 
Betrage nach Meiner ist als eine beliebig Mein anzut^hmende, be- 
stimmte positive Zähl £, denn er gilt ja für die einzelnen Aggre- 
gate [a] und [a). 

§ 18. Die konvergenten additiven Aggregate ans 

nnendlicli vielen^ teils positiven, teils negativen rationalen 

Zahlen haben den Charakter einer Snmme. 

Nun kann man ebenso wie im § 6 zeigen, daß die Gleich- 
heit zweier, konvergenter additiver Aggregate 31 und S5 aus un- 
endlich vielen, teils positiven, teils negativen rationalen Zahlen 
sofort aufhört, wenn man zu einem derselben eine dem abso- 
luten Betrage nach noch so kleine aber von Null verschiedene 
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Zahl hinzufügt. Auch der so wichtige Satz von W über die 
Unabhängigkeit eines konvergenten additiven Aggregates von der 
Anordnung und Gruppierung seiner Glieder bleibt bestehen. 

Greifen wir mmlich nach irgend einer Regel aus den un- 
endlich vielen positiven Gliedern a des konvergenten Aggregates 
Sl = { a; — a' } eine endliche oder unendliche Anzahl heraus^ 
Q sei der Repräsentant derselben^ und ebenso aus den nega- 
tiven Gliedern — d die Glieder — a' heraus und fassen sie in 
ein Aggregat zusammen^ welches wir mit g = {a, — a'} be- 
zeichnen, so ist unmittelbar ersichtlich, daß jedes solche Aggre- 
gat g, sofern es unendlich viele Glieder enthält, konvergiert 
und auch, daß das Aggregat @, welches aus allen Aggregaten 
g besteht, konvergiert und dem ursprünglichen Aggregate % 
gleich ist. Man kann aber hier auch noch das neu gebildete 
Aggregat ® vorerst umformen, indem man positive und nega- 
tive Größen von demselben absoluten Betrage fortläßt. Zu 
dem Ende setzen wir 

a =» a + d, a' = a' + d', 

wobei a, a d, b' positive rationale Zahlen bezeichnen; dann 
ist unmittelbar klar, daß nicht nur die sämtlichen Aggre- 
gate {8\ und {d'} einzeln konvergieren, sondern auch die 
Aggregate aus allen Aggregaten {8\ bezw. {d'}, die wir mit 
{{d}} bezw. {{d'}} bezeichnen. Die Zahlen d und d' müssen 
so bestimmt werden, daß {{d}} == {{d'}} ist. Die so trans- 
formierte Gruppe g = (a, — a'} bezeichnen wir nun als 
9 { a, — a' } und entsprechend das Aggregat aus allen diesen 
transformierten Gruppen mit @i. Dann ist leicht zu ersehen, daß: 
17) jf. jedes Aggregat g {a, — a'} konvergierty 

2, das Aggregat @ aus allen Aggregaten g {a, — a'} 

hmvergiertj 
^- @ gleich ist dem ursprünglichen Aggregate S. 
Jeder Bestandteil eines Aggregates { a } ist ja ein Bestand- 
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teil des Aggregates {a} und ebenso ist jeder Bestandteil eines 
Aggregates { cc } ein Bestandteil von [a]. Ebenso ist aber auch 
jeder Bestandteil des Aggregates {{cc)] aus allen Aggregaten 
{ a } ein Bestandteil von { a } und jeder Bestandteil von [[cc]] 
ein Bestandteil von {a'}. Die Gleichheit von @ und 21 er- 
fordert die Gleichheit: 

{{«))+{«'} = {{«'}} + {«}; 

diese findet aber in der Tat statt, weil 

{{«}} + {{*}} = {«} nnd {{«'}}+{{<)'}} = {«'} ist. 

Dieser wichtige Satz gibt unter anderem auch die Be- 
dingung an, unter welcher z. B. ein konvergentes additives 
Aggregat S aus unendlich vielen positiven rationalen Zahlen c, 
deren jede als Differenz zweier rationaler Zahlen a und 6 < a 
gegeben ist, gleich ist dem additiven Aggregate aus allen posi- 
tiven Zahlen a und allen negativen Zahlen — 6; dies findet 
dann und nur dann statt, wenn dieses letztere Aggregat [a, — 6 } 
konvergiert, d. h. also, wenn die beiden Aggregate [a] und {6} 
konvergieren; dann können wir in der Tat jedem a dasjenige 
— b zuordnen, welches mit ihm das entsprechende c bildet; 
unter dieser Bedingung ist dann 

[a-b} = {a,-h}. 

Betrachten wir das konvergente Aggregat der Zahlen 

111 jvi 111111 

r2^ sTi' 576' • • • ^^^ bemerken: _ = _^_, _^_-_, 

, . . ., so ist hier die obige Bedingung nicht er- 



5.6 5 6 

n.fl Ä crorrporat — 



füllt, denn das Aggregat — , —,—••• ist divergent, da 



_L_ + _J_- . ... . ^ >JL 

2k+l^ U+'6 ^ ^ 2k + 2k+l ^ 4: 

ist, und ebenso divergiert das Aggregat: ---> T' T' * ' *' ®^ ^^^ 

y. Dantscher, die Weierstrasssclie Theorie d. irrat. ZaMen. 4 
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also keineswegs das Aggregat aus allen Zahlen , —i^io " 

(n = 1, 2, 3, • • •) gleich dem Aggregate aus allen positiven 

Zahlen und allen negativen Zahlen — -i— . 

2n — 1 ® 2» 

Wenden wir, unter J. = { a } ein konvergentes Aggregat 
von unendlich vielen positiven rationalen Zahlen verstehend, 
auf das konvergente Aggregat { a, — a } , welches nach der auf- 
gestellten Erklärung gleich Null ist, das Prinzip der Gruppen- 
bildung an, indem wir zu jedem a das entsprechende — a hin- 
zufügen, so erhalten wir ein additives Aggregat von unendlich 
vielen Nullen und ersehen, daß dasselbe sicher gleich Null ist. 



§ 19. Die Addition. 

Nun wollen wir auch wiederum nachsehen, wie sich in 
diesem erweiterten Gebiete die Ausführung der Rechnungs- 
operationen gestaltet. 

Die Addition. Sind3l = {a, -a) und 85 = {6, -V] 
zwei konvergente Aggregate, so ist unmittelbar einleuchtend, 
daß auch das Aggregat aus allen Zahlen a, 6; — a', — 6' kon- 
vergiert; wir erklären durch dasselbe die Summe Sl -f S5: 

gi + g5={a, i; -a; -fe'}. 
Offenbar ist 2t + 85 = 95 -f Sl = {&, a; -6', -a'}. 

Ordnet man durch irgend eine Regel jedem a ein b und 
jedem a' ein V zu, wobei beliebig viele Nullen, wenn erforder- 
lich, verwendet werden können, so kann man nach dem Prinzip 
der Gruppenbildung auch ansetzen: 

SI + a5 = {a + fe, -a'-&'}. 

Fassen wir noch ein drittes konvergentes Aggregat 
6 = { c, — c) auf, so wird ebenso durch das Aggregat 

{a, 6, c; -a', -6', -c] 
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die Summe 3t + 33 + S erklart, und diese ist von der Grup- 
pierung der Summanden unabhängig also nach ein-eindeutiger 
Zuordnung der a, &, c einerseits und der a', 6', c andrerseits 
gleich { a + 6 + c; — a' — &' — c' } . Dasselbe gilt, wenn wir 
eine beliebige endliche Anzahl von konvergenten Aggregaten 
zu einem einzigen Aggregate vereinigen. Sind aber unendlich 
viele konvergente Aggregate dieser Art gegeben, so folgt aus 
der Konvergenz jedes einzelnen Aggregates noch nicht die 
Konvergenz des Aggregates aus allen Aggregaten; konvergiert 
aber dieses letztere, so stellt es nach der getroffenen Verein- 
barung über den erweiterten Gebrauch der Bezeichnung „Summe^' 
die Summe der unendlich vielen Aggregate dar. Betrachten 
wir z. B. die unendlich vielen Aggregate: 

^u = (2» + 1)8 "" (2« + 2)« + (2» + 3)« (** = 1? 2, 3, • • •) 

so konvergiert das Aggregat aus allen Gliedern dieser unend- 
lich vielen Aggregate, weil nach S. 14, Beispiel 2 

("^^g®^ (2«+^-)* ^ (2» + Ä; — 1)(2« + Ä;)j 



(2» + 1)« ^ (2» + 2)« ^ (2» + 3)« ^ ^ 2» 

OD 

ist, und stellt die Summe ^S^ dar. 

n = l 

§ 20. Die Subtraktion. 

Sind Sl = { a, — a\ und 83 = { 6, — 6' } zwei konvergente 

Aggregate, so gibt es stets ein konvergentes Aggregat ©, so 

beschaffen, daß 

21 = 95 + 6 

ist. Mit 83 zugleich konvergiert nämlich auch das Aggregat 
93' = {&', —6}, welches wir als das zu 93 entgegengesetzte 
Aggregat bezeichnen, weil 83 + 83' = ist; dann ersehen wir 
sofort, daß 31 + 83' das gesuchte Aggregat 6 ist, da 83 + Sl + 83' = 21 
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ist. Wir gebrauchen nun, wie dies im Gebiete der rationalen 
Zahlen üblich ist, das Zeichen — , um das zu dem konvergenten 
Aggregate S3 = { &, — 6' } entgegengesetzte Aggregat 

»' = {6; -6} 

zu bezeichnen, so daß das neue Zeichen — S5 durch das Aggre- 
gat [Vy — &} erklärt wird. Statt 31 + (— S3) schreiben wir 
abkürzend nur Sl — S5. Dann stellt also dieses Aggregat Sl — S5 
unter allen Umständen das gesuchte Aggregat © dar und wird 
als die Differenz der Aggregate Sl und 35 bezeichnet, als 
das Resultat der Subtraktion des 85 von %. Die Subtraktion 
ist somit in dem erweiterten Gebiete ausnahmslos ausführbar. 

§ 21. Die Multiplikation. 

Ersetzt man in der Anzahl m die Einheit durch das 
konvergente Aggregat Sl = { a, — a) , so erhält man nach 
dem Prinzipe der Gruppenbildung das konvergente Aggre- 
gat [ma, — ma)'^ dasselbe erhält man aber auch, wenn 
man in % die Einheit durch m ersetzt; es läßt sich also die 
Definition der Multiplikation im Gebiete der Anzahlen auch 
ausdehnen auf eine Anzahl und ein konvergentes Aggregat 
aus unendlich vielen, teils positiven, teils negativen rationalen 
Zahlen: wir erhalten dabei die Produktsymbole m% und %m 
erklärt durch das Aggregat {ma, — ma'}. Um das Produkt 
aus — m und 21 zu bilden, hat man in m die Einheit durch 
das zu 21 entgegengesetzte Aggregat 21' zu ersetzen und erhält 
damit das Aggregat [ma\ —ma]] dasselbe ergibt sich auch, 
wenn man in 21 die Einheit durch — m ersetzt. Es werden 
also die Produktsymbole (— m)2I und 21 (— m) durch das Aggre- 
gat {may — ma] erklärt. 

Demnach ist, wenn n eine Anzahl bezeichnet. 
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Versteht man also unter d eine positive oder negative ganze 
Zahl^ so gibt es ein Aggregat, welches mit d multipliziert % 

ergibt, nämlich das Aggregat: {-|-, — ^} ; durch dasselbe wer- 

1 31 1 

den die Symbole: -s^} -^ ^^^ ^-j erklärt. Versteht man 

unter -j 31 die Zahl, welche mit d multipliziert c% ergibt, so 

ist nach dem oben Gesagten -^ S( durch das Aggregat 

ZU erklären. Dasselbe entsteht aber auch, wenn man in S( die 
Einheit durch -^ ersetzt, d. h. dasselbe Aggregat erklärt auch 
das multiplikative Symbol Sl -^ . Daraus ergibt sich die Regel: 

18) Ein hmvergentes additives Aggregat aus unendlich 
videny teils positiven, teils negativen rationalen Zahlen tvird mü 
einer positiven oder negativen rationalen Zahl multipliziert, wenn 
man jedes Glied des Aggregates mit dieser Zahl multipliziert. 

Ist nun S5 = {6, — 6'} ein zweites konveigeEtes Agregat, 
so läßt sich jetzt leicht das Resultat angeben, welches entsteht, 
wenn man in % die Einheit durch S5 ersetzt; es ist dies ofifen- 
bar das Aggregat aus allen Aggregaten a93 und allen Aggre- 
gaten — a' S3, d. h. nach dem Vorhergehenden das Aggregat 
[ab, a'6'; - a6', -ah}. 

Dasselbe Aggregat ergibt sich aber auch, wenn man in S5 
die Einheit durch 31 ersetzt; dabei erhält man nämlich zu- 
nächst alle Aggregate &21 und — 6' 2t und damit das Aggregat 
[ha, 6V; -ha\ -Va}. 

Die Konvergenz dieses Aggregates steht fest, nachdem die 
Konvergenz der Aggregate [a], [a], [h], [V) vorausgesetzt 
ist. Damit ist die Regel für die Multiplikatation zweier 
Aggregate der hier in Rede stehenden Art gewonnen: 

19) Sind % = [a, - a' } und 85 = { 6, -V} zwei 
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konvergente additive Aggregate aus vmendlich vielen, teils positiven, 
teils negativen rationalen Zahlen, so werden die Produkte 
3185 und 8531 durdi das Aggregat [ah, ab'-, — ah\ -ah] 
dargestellt. 

Zu demselben Resultate gelangt man auch; wenn man die 
Multiplikation als eine nach vorwärts und rückwärts distri- 
butive Operation auffaßt und die Multiplikation der rationalen 
Zahlen voraussetzt. Dann ist nämlich 8185 infolge der Distri- 
butivität nach vorwärts zu erklären durch das Aggregat aus 
allen Produktsymbolen 816 und 8I(— ft'); zufolge der Distri- 
butivität nach rückwärts ist 316 zu erklären durch das Aggre- 
gat [ah, — ah) und 8l(— 6') durch das Aggregat [aV, — afe'}, 
folglich 3183 durch das Aggregat {ah, a'V\ —ah', —ah\, 
wie oben, und ebenso 8581. 

Ist insbesondere etwa 85 = 0, d.h. {&} = {&'}, so ist er- 
sichtlich auch 3(85 "» 0, denn es ist dann: 

[ah,a'V\^{a\ {6} + |a'} {6'| = {a} [V\-\-{a\ {fe}-{a6>'6}. 

Es möge noch der Nachweis ausgeführt werden, daß 
gleiche Aggregate einander bei der Multiplikation vertreten 
können. 

Sind die Aggregate 3l = {a, -— a'} und 85 = {6, —V\ 
gleich, also 
(«) {a} + {6'} = {a') + {6}, 

SO ist zu zeigen, daß die Resultate der Multiplikation von 31 
und 85 mit einem beliebigen konvergenten Aggregate 6 = { c, —e } 
gleich sind, d. h. daß 

(^) {ac{ + {a'c'} + {6c'}.f{6'c} = {ac'} + {ac}-f{6c}-f{6V} 

ist, also, daß jeder Bestandteil der einen Seite auch Bestand- 
teil der anderen ist. Um einen Bestandteil der linken Seite 
zu bilden, verwenden wir endlich viele a, a\ h, 6'; c, c; die- 
selben mögen enthalten sein in den Gruppen 



§ 21. Die Multiplikation. 55 



«1, «s;- 


•«,; 


«1, 


«8,- 


■»l, 


h> K • 


■■H 


^', 


V,- 


■ ■ K 



Zur Abkürzung werde bezeichnet: 

^, = «1+^2 H ha„ ^i'=«i'+«2'H h«/, usw.; 

dann ist ein derart gebildeter Bestandteil T, der linken Seite 
Ton (ß) gewiß nicht größer als 

(ai + a, + • • • + a,)(ci + c, + • • • + c,) + 

+ (61 +--- + 6,)(ci'+---c,') + 

(y) d.h. r,^(^,+ 5/)C?,+ (4'+.B,)C;. 

Äj + 5/ ist ein Bestandteil von { ö^ } + { 6' } , folglich gibt es 
nach (cc) Bestandteile von {»'} + {&}, welche größer sind; wir 
bezeichnen einen solchen mit J./ + B/^ A^ + jB* ist ein Be- 
standteil von { a' } + { 6 } , folglich gibt es ebenfalls nach (a) 
Bestandteile von {a} + {6'}, welche größer sind; J.,+ B^ sei 
ein solcher; dann ist also 

(d) ä,+ b;<ä;+b, und ä;+b,<a^+b;. 

Wählen wir jetzt aus den Aggregaten [c] und [c] Bestand- 
teile C^ und C,' so aus, daß 

(6) c,<a und c;<c;, 

SO ist zufolge der Ungleichungen (ä) und («) 

{Ä, + b;) c, + {ä; + B,) c; < (ä; + b,) a + (ä, + b;) c;. 

Nun ist aber die rechte Seite ein Bestandteil der rechten Seite 
in (j8), womit der verlangte Nachweis ersichtlich erbracht ist, 
da man dieselbe Betrachtung von der rechten Seite von (ß) 
ausgehend anstellen kann. 
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§ 22. Die DMsion; eine l)esoiidere Darstellung 
des Quotienten. 

Sind ?l = {a, —a) und S5 = {6, —V) gegebene kon- 
vergente Aggregate und 95 ^ 0, so gibt es stets ein konver- 
gentes Aggregat S so beschaffen, daß St = S5® ist; durch das- 

selbe wird der Quotient ^ erklärt. 

Sind S( und 93 beide positiv, so kann man, um die 
Existenz von S zu beweisen, ebenso verfahren wie im § 13. 
Sind ?l und 85 beide negativ, so können wir sie durch die 
entgegengesetzten, positiven, Aggregate W und 95' ersetzen. 
Ist von den beiden Aggregaten das eine positiv, das andere 
negativ, so würde man das negative durch das entgegengesetzte, 
positive, Aggregat ersetzen und die Existenz des dem (S ent- 
gegengesetzten Aggregates (S' erweisen. Ist 95 = 0, so ist die 
Division nicht ausführbar, weil dann für jedes konvergente 
Aggregat 6 auch 95® « ist. 

Es soll nun hier das am Schlüsse des § 13 versprochene 
Verfahren entwickelt werden, welches geradezu eine Darstellung 
des Aggregates S liefert, und zwar mit Benutzung eines Ge- 
dankens, durch welchen W die Darstellung des Quotienten 
zweier konvergenter Aggregate von unendlich vielen positiven 
rationalen Zahlen gezeigt hat. 

Es genügt, den Fall zu betrachten, daß 95 > sei; dann 
ist { 6 }>{&'} j nnd es kann, wenn Ä > 1 eine Anzahl bezeich- 
net, die positive rationale Zahl £ so klein gewählt werden, daß 

(k + l)e<{b}-{h'] 

ist. Nunmehr sondern wir aus dem Aggregate {6} einen Be- 
standteil ß so ab, daß das übrigbleibende Aggregat q <,£ ist, 
und ebenso aus { V ] einen Bestandteil ß' so ab, daß das übrig- 
bleibende Aggregat q<6 ist. Dann ist 
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{h}-{V)-^ß-'ß'+Q-Q>{k + l)e, 
folglich, da | p — p | < £ ist, ß — ß'> hs. 

Sind h und r < B positive rationale Zahlen, so ist 
-^ = 1 + I + i; + . . . (§ 3, Beispiel 1), 

folglich 

^ - 1 O- -1 4- ^1 4- 



Tritt nun an die Stelle von r ein konvergentes Aggregat 
9fl = {r, — /}, so beschaffen, daß auch noch {r, /}<6 ist, 
so konvergiert offenbar das Aggregat 

und liefert mit 6 + 9? multipliziert (unter Anwendung des 
Prinzips der Gruppenbildung) das Produkt 1, d. h. es ist 



b + m b b^^ b* b* 

Bezeichnen wir also die positive rationale Zahl ß ^ ß' mit y, 
das Aggregat q ■— q mit (?, so ist in der Tat 

Q + Q'<2a<ß-ß', 
folglich 

SB^y + cF^y y'y* y^ 

also gr durch das Produkt 

dargestellt. 

Für eine wirklich auszuführende Berechnung mit vorge- 
schriebener Genauigkeit wird man die Anzahl h passend wählen; 

da — < -jT ist, so hängt davon die Zahl der Anfangsglieder 
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der Entwicklung j H — § — • • ab, welche in Rechnung 

gezogen werden müssen. 

Additive Aggregate aus unendlich vielen irrationalen Zahlen, 
die wir durch [{a), {—a}] bezeichnen, bedürfen keiner be- 
sonderen Behandlung, da sie nach der Fassung des Begriffes 
„additives Aggregat" unter den betrachteten bereits enthalten 
sind, wenn nur die Aggregate {{«}} und {{öt'}} konvergieren. 



Fünfte Vorlesung. 

Additive Aggregate aus unendlich vielen 
komplexen Zahlen der Form a + u. 

§ 23. Einige Bemerkungen ttber gemeine komplexe Zalilen. 

In dem bisher entwickelten Zahlensysteme, welches man 
als das vollständige System der reellen Zahlen bezeichnet, 
gibt es keine Zahl, deren Quadrat einer negativen Zahl gleich 
ist, nnd es hat daher die quadratische Gleichung 

keine Wurzel, wenn &^— ac<0 ist. 

Will man also durch eine abermalige Erweiterung des 
Zahlensystems auch nur erreichen, daß jede quadratische Glei- 
chung Wurzeln hat, so bleibt nicht anderes übrig, als zur 
Bildung der Zahlen außer der positiven und negativen Einheit 
und den genauen Teilen derselben (in endlicher oder unend- 
licher Anzahl) noch ein weiteres, wesentlich verschiedenes 
Element — es sei mit i bezeichnet — zu verwenden, von 
welchem nur vorausgesetzt wird, daß es im Systeme der reellen 
Zahlen nicht enthalten ist. Mit diesem neuen Elemente zu- 
gleich wird man aber auch sofort das entgegengesetzte, welches 
mit — i bezeichnet wird, imd die genauen Teile von i und 

— i einfahren, welche mit — i, bzw. mit i bezeichnet werden. 

Die Zahlen des erweiterten Systemes, zu deren Bildung 
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nur endlich viele Eioheiten 1, — 1, i, —i und endlich viele 
genaue Teile derselben verwendet werden, sind in der Formel 
r + si enthalten, wenn r und s reelle rationale Zahlen be- 
deuten. 

Die vier Grundoperationen im Bereiche dieser Zahlen werden 
hier als bekannt vorausgesetzt; es möge nur in Erinnerung 
gebracht werden, daß jetzt die Multiplikation zweier Zahlen 
r + si und r' + si nicht mehr als diejenige Operation erklärt 
werden kann, bei welcher die Einheit der einen durch die 
andere zu ersetzen ist, weil eben zwischen den Elementen 1 
und i kein Zusammenhang bestehen soll; es wird aber die 
Erklärung des Produktes zweier solcher Zahlen durch die 
Distributivität nach beiden Seiten auf die Erklärung der Ein- 
heitenprodukte zurückgeführt; soll femer das Gesetz erhalten 
bleiben, daß die Multiplikation mit 1 eine Zahl nicht ändert, 
so ergibt sich, daß alle 16 Einheitenprodukte erklärt sind, 
wenn z. B. das Produkt (i • i) durch eine Zahl a + ßi defi- 
niert wird, die, wenn ein Produkt dann und nur dann ver- 
schwinden soll, wenn einer der Paktoren verschwindet, nur 
der Beschränkung unterliegt, daß 

sein muß (W). 

Die übliche Wahl a = — 1, /3 = ist durchaus keine 
notwendige, aber die vorteilhafteste. 

Das System der Zahlen, welche aus den Einheiten 1, — 1, 
h — i gebildet werden (mit den eben angedeuteten Festsetzungen 
bezüglich der Multiplikation), wird als das System der ge- 
meinen komplexen Zahlen bezeichnet; da im folgenden 
von anderen komplexen Zahlen nicht die Rede sein wird, so 
genügt die Bezeichnung „komplexe Zahlen'^ 

Wenn auch heute noch für das Element i die Bezeichnung 
„imaginäre Einheit'^ gebraucht wird, so ist darunter bei 
richtiger Auffassung eben nur zu verstehen, daß dieselbe im 
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System der reellen Zahlen nicht enthalten ist; die bekannte 
geometrische Interpretation der komplexen Zahlen läßt sehr 
wohl erkennen, daß das Element i genau ebenso etwas wirk- 
lich Existierendes bedeuten kann, wie die Einheit 1. 

§ 24. Erklärnng der Gleichheit^ Eonyergenz^ 
Summen-Charakter. 

Für eine komplexe Zahl a + bi bezeichnet man die reellen 
Zahlen a und h als ihre erste imd zweite Koordinate, die 
Zahl a — hi als die zu a + hi konjugierte komplexe Zahl, 
das Produkt (a + hi) (a — bi) ^ d^ + h^ als die Norm von 
a + bi oder a — bi, die positive Zahl ]/a* + V^ nach W als 
den absoluten Betrag |a + 6i|. Werden nun durch irgend 
ein Bildungsgesetz oder ein Rechnungsverfahren unendlich viele 
rationale komplexe Zahlen geliefert, so wählen wir etwa a + bi 
(unter a imd b reeUe rationale Zahlen verstehend) als Re- 
präsentanten derselben und bezeichnen das additive Aggregat 
derselben durch [a + bi], wofür wir zur Abkürzung wohl 
auch nur einen einzigen Buchstaben, z. B. F gebrauchen; dann 
ist Ä = [a} die erste, B = {b) die zweite Koordinate von F. 
Vor allem ist nun wieder die Erklärung der Gleichheit für 
zwei solche Aggregate 

r=[a + bi} und r = {a' + Vi) 

aufeustellen. In Berücksichtigung der Unabhängigkeit der 
Elemente 1 und i kann sie nach W nur so aufgestellt werden: 
20) Die additiven Aggregate F und F" werden dann und 
nur dann als gleich erklärt, wenn 

{a}^{a) und [b}^{V} ist 

Diese Gleichheiten haben aber nur dann eine wirkliche 
Bedeutung, wenn jedes der vier Aggregate {a}, {6}, {a'}, 
{&'} konvergiert, also nach § 17 16) wenn die Aggregate { |a|}, 
{|^|}; {1^1}; {1^1} konvergieren. Da aber einerseits 
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\a\^\ya^ + h^\ und \b\£\ya^ + b^\ 

ist, und anderseits 

|a| + |6|^|a + 6i| 

ist, so ergibt sich nach W: 

21) Ein additives Aggregat aus unendlich vielen rationalen 
komplexen Zahlen konvergiert dann und nur dann, wenn das 
Aggregat aus den absoluten Beträgmi konvergiert. 

Aus der Erklärung der Gleichheit folgt sofort: 

Das Aggregat F^ [a + bi} ist dann und nur dann gleich 
Null, wenn jede seiner Koordinaten, { a } und { 6 } , gleich Null 
ist, und weiter: auf ein konvergentes additives Aggregat 
r={a + 6i} kann das Prinzip der Gruppenbildung ange- 
wendet werden. 

Greift man nämlich aus dem Aggregate { a } durch irgend 
eine Regel endlich oder unendlich viele Glieder heraus — a sei 
der Repräsentant eines solchen — und ebenso aus dem Aggre- 
gate {b) endlich oder unendlich viele Glieder, deren Repräsen- 
tant b sei, heraus und bildet nach ein-eindeutiger Zuordnung 
der a und b das additive Aggregat g = {a + bi}, so ist un- 
mittelbar zu ersehen, daß dasselbe konvergiert, femer, daß das 
Aggregat ® aus allen Aggregaten g konvergiert — wobei 
selbstverständlich jedes a und ebenso jedes b in eine und nur 
eine,»Gruppe aufzunehmen ist — und dem ursprünglichen 
Aggregate F gleich ist; hierbei können auch noch in den 
Koordinaten von g die im § 18 erwähnten Transformationen 
vorgenommen werden. 

§ 25. Die Kechnungsoperationen mit konvergenten 
additiven Aggregaten aus unendlicli vielen komplexen 
Zahlen; Satz über das Aggregat aus den absoluten Beträgen. 

Die Durchführung der Rechnungsoperationen mit konver- 
genten Aggregaten von unendlich vielen rationalen komplexen 
Zahlen unterliegt keinen Schwierigkeiten. 
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Die Summe r+JT' wird erklärt durch das additive 
Aggregat, welches alle Glieder a + 6f von F und alle Glieder 
a' + Vi von F' enthält und offenbar zugleich, mit F und JT 
konvergiert; läßt sich durch irgend eine Regel jeder Zahl a + bi 
eine Zahl a' + Vi zuordnen und umgekehrt, so kann die 
Summe F + F' nach dem Prinzipe der Gruppenbildung durch 
das additive Aggregat {a + a\ (b + b')i] dargestellt werden. 

Mit F' zugleich konvergiert auch das zu F^ „entgegen- 
gesetzte" Aggregat {— a' — 6't}, welches durch — jT' be- 
zeichnet wird. Schreiben wir abkürzend statt F -f (— F') nur 
F — F', so ist damit ein konvergentes additives Aggregat 
r'=F—F' gegeben, so beschaffen, daß F"+F'=F ist; 
dasselbe wird als die Differenz F— F' bezeichnet. Dabei 
ist das Zeichen — ursprünglich als Operationszeichen und 
nicht als ein Qualitätszeichen aufzufassen; die Operation des 
„Abziehens" oder „Subtrahierens" des Aggregates F' von F 
ist nur dann ausführbar, weun {a}^{a'} und zugleich {b} 
^{V } ist; die Bildung des zu F' entgegengesetzten Aggre- 
gates — F' ist aber unter allen Umständen ausführbar, und 
das Aggregat F"= F— F' hat eben unter allen Umständen 
die Eigenschaft, daß F"+ F' =- F ist; damit rechtfertigt sich 
der Gebrauch des ursprünglichen Operationszeichens — als 
Qualitätszeichen für die entgegengesetzten Größen. 

Die Erklärung des Produktes FF" wird durch die Distri- 
butivität nach vorwärts zurückgeführt auf die Erklärung der 
Produktsymbole F(a'+ b'i) und diese durch die Distributivität 
nach rückwärts auf das additive Aggregat aller Produkte 

(a + bi) (a + Vi) = aa— bb'+ {aV + ab)i. 

Die Konvergenz dieses Aggregates steht fest durch die 
Voraussetzung der Konvergenz von F und F'. Man hätte 
aber auch die Erklärung des Produktes FF" durch die Distri- 
butivität nach rückwärts auf die Erklärung der Produktsymbole 
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(a — bi)r' und diese durch die Distributivität nach vorwärts 
auf das Aggregat aus allen Produkten (a + hi) (a + Vi) zu- 
rückführen können. Demnach werden die Produkte FF' und 
FT durch das Aggregat 

{aa-bV+{aV+ab)i) 

erklärt, wobei jedes einzelne Glied a + bi von F mit jedem 
Gliede a' + 6'i von F' zu kombinieren ist. 

Mit F zugleich ist auch das „konjugierte" Aggregat 
F= [a — bi] gegeben; das Produkt FF ^ [a)^+ {6}^ heißt 
die Norm von F oder F'; die positive Quadratwurzel aus der 
Norm heißt der absolute Betrag von F imd wird nach W 
mit \F\ bezeichnet. Demnach ist: 

|rp= {«}>+ {6)'= {«'} + m + {aa + bb} 

wobei a + bi jedes Glied von F repräsentiert, welches nicht 
a + bi ist, und bei der Bildung von [aa + bb] jedes Paar 
a, b einzeln mit jedem Paare a, 6 zu kombinieren ist. 
Andrerseits ist: 

{\a + bi\)'='[y^ir{T'Y^{a' + b'}+{y^,r+^^ 

wobei jeder Quadratwurzel ihr positiver Wert zu erteilen ist. 
Nun ist aber 

{aa + bbf + (ab - aby = (a^ + b^) (a^ + b^\ 

folglich gewiß 

also auch 

\{a + bi}\<{\a + bi\), 

d. h. es gilt der Satz: 

23) Der absolide Betrag eines Tconvergenten additiven Aggre- 
gates von unendlich vielen rationalen komplexen Zahlen ist nicht 
größer als das additive Aggregat der absoluten Beträge. 



§ 26. Addit. Aggr. komplexer Zahlen mit irrat. Koordinaten. 65 

Sind r^ Ä + Bi und F' = ^' + B'i zwei konvergente 
Aggregate und insbesondere JT' von Null verschieden, so gibt 
es ein konvergentes Aggregat r"=J."+^'i so beschaffen, 
daß r- TT" ist. Zur Gleichheit 

ist nämlich erforderlich 

Ä'Ä''- B'B'^ A und B'Ä'^ Ä'B''^ B. 

Hieraus folgt aber, nachdem die Rechnungsoperationen mit 
den konvergenten additiven Aggregaten A, JB, Ä , B aus 
reellen Zahlen erörtert sind, 

wenn also JT' von Null verschieden ist, so werden hierdurch 
.die Koordinaten Ä' und B" eindeutig bestimmt. Das Aggre- 

^t F" stellt den Quotienten j^ dar, oder das Resultat der 
Division T : T'. 

§ 26. Additive Aggregate ans unendlich vielen komplexen 
Zahlen mit irrationalen Koordinaten. 

Bisher waren die Glieder der betrachteten additiven Aggre- 
gate als rationale komplexe Zahlen vorausgesetzt; sind aber 
die Koordinaten der einzelnen Glieder selbst irrationale reelle 
JZahlen, also konvergente additive Aggregate, etwa Sl = { a } 
und 85= {B}, so daß ein solches Aggregat durch {3l + 93i} 
-dargestellt wird, so ist zu bemerken, daß die Betrachtung 
derartiger Aggregate durch das Prinzip der Gruppenbildung 
auf die der additiven Aggregate aus rationalen komplexen 
Zahlen zurückgeführt wird, wenn nur die eine Bedingung er- 
füllt ist, daß das additive Aggregat, welches aus allen ratio- 
nalen Gliedern a + 6i aller Aggregate Sl + 95i besteht, selbst 
konvergiert, oder mit anderen Worten, daß die Aggregate {{a}} 

y. DantBcher, die Weierstrasssche Theorie d. irrat. Zahlen. 5 
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und {{B}} konvergieren; denn dann ist eben nach dem Prinzip 
der Gruppenbildung 

wobei nun a + ßi der Repräsentant der sämtlichen rationalen 
komplexen Zahlen o + 6i ist, die in den sämtlichen Gliedern 
S[ + S3i des betrachteten Aggregates auftreten, nachdem man, 
eventuell nach Hinzunahme von beliebig vielen Nullen, eine 
ein-eindeutige Zuordnung der a und b einer jeden solchen Zahl 
31 + S5i hergestellt hat. Die Resultate der Betrachtung addi- 
tiver Aggregate von unendlich vielen rationalen komplexen 
Zahlen gelten dann auch für die Aggregate von unendlich 
vielen irrationalen komplexen Zahlen. 

Für die Erklärung der Gleichheit, sowie für die Addition 
und Subtraktion ist dies unmittelbar evident. Aber auch be-^ 
züglich der Multiplikation und Division ist dies leicht zu er- 
sehen. Sind 

Q^[% + m} = {a + ßi} und 3'^{«' + a5'*} = {«' + |8'i} 

zwei Aggregate der betrachteten Art, für welche also die 
Aggregate {«},- {/S}, {«'}, {/S'} konvergieren, so wird das- 
Produkt 33' durch das Aggregat [aa — ßß' + {aß' + aß)i] 
dargestellt, wobei jedes einzelne Paar a, ß mit jedem Paare^ 
a\ ß' zu kombinieren ist. Greifen wir jetzt diejenigen Glie- 
der heraus, die den sämtlichen Paaren «, /S; a', /S' entsprechen^ 
welche einer bestimmten Zahl 21 + 95i und einer bestimmten 
Zahl W + 35'i angehören, so ist das Aggregat derselben offen- 
bar das Produkt (31 -f 85 i) (31' + 35'0, d. h. also: durch passende- 
Gruppierung der Glieder kann das Aggregat 

{aa'-ßß' + {aß'+a'ß)i}, 

welches das Produkt 33' darstellt, auf die Form 

{ 81 31' -9385' +(3193'+ 31' »>} 
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gebracht werden, so daß in der Tat die Multiplikation der 
additiven Aggregate aus unendlich vielen irrationalen kom- 
plexen Zahlen nach denselben Gesetzen auszuführen ist, wie 
die der additiven Aggregate aus rationalen komplexen Zahlen. 
Hieraus folgt sofort, daß auch die Division 3-3'> ^ii^er 
der Voraussetzung, daß 3' von Null verschieden ist, nach den- 
selben Regeln auszuführen ist, wie die Division FiF', Be- 
zeichnen wir: 

3 = u + asi, 3'=u'+as'i, 3'=u"+as"i 

so werden die Koordinaten des Aggregates 3"; welches die 
Forderung 3 - 3'3" erfüllt, durch die Formeln: 

(U'^ + 3r«)U"= UU' + 9333', (U'« + 58'^ 35" = - USB' + SBtt' 

bestimmt. 



Sechste Vorlesung. 

Die mnltiplikativen Aggregate aus unendlich 
vielen Zahlen. 

§ 37. Die Weierstrasssche Erklärung des mnltiplikatiren 
Aggregates durch ein additiyes. 

Wenn unendlich viele rationale oder irrationale, reelle 
oder komplexe Zahlen, als deren Repräsentanten wir den 
Buchstaben h gebrauchen, durch irgend eine Definition oder 
ein Rechnungsverfahren gegeben werden, so können wir aus 
jeder endlichen Anzahl derselben das Produkt bilden, nennen 
in diesem Sinne das Aggregat der unendlich vielen Zahlen b 
ein multiplikatives Aggregat und bezeichnen es durch [6]. 
Die Multiplikation kann natürlich nicht unmittelbar auf das 
Aggregat aus den unendlich vielen Zahlen h ausgedehnt werden, 
oder mit anderen Worten, es ist zunächst die arithmetische 
Definition eines solchen mnltiplikativen Aggregates aufzustellen. 

Dieselbe ist jedenfalls so zu geben, daß sie die Erklärung 
des Produktes von endlich vielen Zahlen in sich enthält. 
Weierstrass hat eine solche Definition durch ein additives 
^gg^^g^^ g^g^l^en, ausgehend von der Bemerkung, daß ein 
Produkt aus einer endlichen Anzahl von Faktoren 

1 + «1, 1 + Og, . . . 1 + a, 

durch die Summe 



§ 28. Bedingimg für die Konvergenz eines mnitiplikat. Aggregates. 69 

i = l «1 = 1 /, = «i + l h = l «a=«i + l »3 = 11+1 

dargestellt wird. 

Dadurch wird der Gedanke nahe gelegt^ jede der Zahlen b 
durch 1 + (6 — 1) zu ersetzen, wobei wir zur Abkürzung 6—1 
mit a bezeichnen, und zunächst rein formal das additive Ag- 
gregat zu bilden, bestehend aus 1, aus dem additiven Aggre- 
gate {a) aller Zahlen a, aus dem additiven Aggregate {aa'} 

j je zwei verschiedener der Zahlen a, wobei aber von je zwei 

Produkten aa und a'a nur eines aufzunehmen ist, ferner aus 
dem additiven Aggregat {aa'a"] aller Produkte von je drei 
verschiedenen Zahlen a, wobei aber auch von den sechs mög- 
lichen Permutationen dreier Faktoren nur eine aufzunehmen 

I ist usw., d. h. also das additive Aggregat zu bilden 

23) 1 + {a} + [aa] + [aaa''] + • • • in inf. 

■ Wenn nun dieses additive Aggregat konvergiert, so defi- 

I nieren wir durch dasselbe nach Weierstrass das multiplikative 

I Aggregat [6]. 

Bezeichnen wir den absoluten Betrag | a \ mit J., so hängt, 
j wie bekannt, die Konvergenz des Aggregates 23) ab von der 

Konvergenz des Aggregates 

24) 1 + [A] + [AA] + [AAÄ'] + • • • in inf 

§ 28. Notwendige nnd hinreichende Bedingung fiir die 
Eonyergenz eines mnltiplikatiyen Aggregates. 

Nun- ist wesentlich zu erkennen, daß die Konvergenz dieses 
Aggregates durch die Konvergenz des Aggregates [A] allein 
bedingt ist (W). Konvergiert nämlich {-4}, so können wir 
aus demselben eine endliche Anzahl von öhedem, sie seien mit 

A^y A^, • — -^n 
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bezeichnet^ so absondern^ daß das Aggregat der übrigbleiben- 
den unendlich vielen Glieder, die wir durch den Buchstaben M 
repräsentieren, kleiner ist als eine bestimmte, beliebig klein 
anzunehmende positive Zahl a, die wir vorerst nur kleiner 
als 1 wählen. Es ist also dann 

{^}=^ + ^ + ... + ^,+ {J!f} 
and 

[M] <a<\. 

Betrachten wir jetzt das additive Aggregat 
1 + { Jf} + {MM'} + [MM'M") + ... in inf., 

so ist in der Tat leicht zu sehen, daß dasselbe konvergiert. 
Denn es ist 

{MM') < {M)^<a% {MM'M") < {M]^<a\ usw. 

Multipliziert man nun dieses konvergente additive Aggregat 
mit dem Produkte 

(l+J,)(l + J,)---(l+^n) = 
n n — 1 n 

»=i ,1=1 ,',=»1+1 

80 ist das • Resultat gewiß wieder ein konvergentes additives 
Aggregat und zwar gerade das Aggregat 24), denn es er- 
gibt sich: 

1+ {M] +ZA,+ {MM'] + {M} 2JÄ, + I^Ä^Ä^ + 
+ { MM'M'' } + { MM' }ZA, + {M} 2JAÄ^+ ^A-A^. + ' ' ' 
Es setzt sich ja zusammen: 

[Ä] aus UÄf und {üf}; 

[ÄÄ'} aus {MM'), {M}I:ä, und 2;^^^<.; 

[AA'A") aus {MM'M"), {MM'}UÄt, {M}2:\Ä^ und 

^AAA ^^^-^ 

d. h. also: das Aggregat 24) konvergiert dann und nur daim, 
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^enD {Ä] konvergiert. Dann aber konvergiert eben aucb das 
Aggregat 33) und durch dieses wird nun nach Weierstrass 
das multiplikative Aggregat [l+ö^] oder [6] erklärt. Das Er- 
gebnis ist also folgendes: 

25) Ein muitiplikatives Aggregat [6] von tmendlich vielen 
rationalen oder irrationalen^ redien oder komplexen ZaJden b 
•hat dann und nur dann eine arithmetische Bedeutung^ oder kon- 
vergiert dann und nur dann, wenn das zugehörige additive 
Aggregat [b — 1] konvergiert. 

Bezeichnet man zur Abkürzung b — l mit a^ so vrird 
£6] = [1 + öt] definiert durch 

1+ {a} + {aa) + {aaa") -\ in inf . 

§ 39. Konvergente mnltiplikative Aggregate haben den 
Charakter eines Produktes. 

Hierbei ist von einer bestimmten Anordnung der einzelnen 
Glieder 1 + a des multiplikativen Aggregates überhaupt nicht 
die Rede, wesentlich ist nur, daß bei der Bildung des defi- 
nierenden additiven Aggregates 

1 + {a} + {aa'] + {aaa'] + • • • 

jede der Zahlen a in der angegebenen Weise zu Verwendung 
kommt; das konvergente multiplikative Aggregat [1 + a] ist 
daher von der Anordnung seiner Glieder 1+a völlig un- 
abhängig; aber noch mehr: ordnet man die sämtlichen 
Glieder 1 + a in endlich oder unendlich viele Gruppen an — 
.1 + 9 sei der Repräsentant einer solchen Gruppe, die endlich 
oder unendlich viele Glieder enthalten kann — , so überzeugt 
man sich leicht von folgendem (W): 

36) 1. Enthält eine solche Gruppe 1 + g unendlich viele 
Glieder 1 + a, die in ihrer Zugehörigkeit m 1 + Q mit 1 + «g 
bezeichnet werden mögen, so konvergiert das multiplikative Aggre- 
gat [1 -f «g], erstredet über alle Glieder der Gruppe 1 + Q. 
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2. Ist die Anzahl der gebildeten Gruppen unendlich groß^^ 
so Jconvergiert das muUiplikative Aggregat [1 + g] aus allen 
Crruppen, 

3. Das multiplikative Aggregat [1 + 9] ist dem ursprüng- 
lichen Aggregate [1 + a] gleich, 

ad 1. Zur Konvergenz von [1 + «g] ist erforderlich die 
Konvergenz des additiven Aggregates {-4g} aus den absoluten 
Beträgen A^ der Glieder a^\ diese ist aber nach der Voraus- 
setzung über die Konvergenz des additiven Aggregates {A\ 
selbstverständlich, da jedes A^ ein A ist. 

ad 2. Zur Konvei^enz des multiplikativen Aggregates 
[1 + 9] ist nur erforderlich die Konvergenz des additiven Ag- 
gregates {®} der absoluten Beträge der sämtlichen 9; nun ist 
1 + 9 definiert durch das additive Aggregat: 

1+ {«9} + {(^A) + {(^AO +••• 

(mit der angegebenen Regel für die Bildung von {agag];. 
{agagag}, usw.); folglich ist © gewiß nicht größer als 

da nun aber der Voraussetzung nach 

[A} + {AA'] + [AA'A"\+--- 

konvergiert, so konvergiert sicher auch das additive Aggregat 

{©}• . 

ad 3. [1 + 9] ist definiert durch 

1+ {ß} + {S9i} + {öÖiÖs} •••; 
wobei 9jl jede der von 9 verschiedenen Gruppen bezeichnet^ 
92 jede der von 9 und 9^ verschiedenen usw. und wieder von 
den Produkten 99^ und 9^9 nur eines aufzunehmen ist usw. 
Femer ist 

9={ag} + {agai} + [a^a^X] +•- 

02 = {%} + {c^fl^O + {%«} + • • • 
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nun ist in der Tat leicht zu ersehen, daß jedes Glied des addi- 
tiven Aggregates, durch welches [1 + d] definiert wird, auch 
ein Glied des additiven Aggregates ist, durch welches [1 + 9] 
definiert wird und umgekehrt. Jedes Glied a von {a} kommt 
in einem und nur einem Aggregate [a^} vor, weil ja jedes a 
in eine und nur eine Gruppe g aufzunehmen ist. Ein Glied aa 
kommt in {«gag} vor, wenn a und a beide derselben Gruppe g 
angehören; gehört aber a zur Grappe 9, a zur Gruppe g^, so 
kommt aa' sicher in dem GHede {»ß} {«gj von {ggi} vor. 
Analoges gilt für das Glied aa'a'-^ gehören a, a\ a' derselben 
Gruppe g an, so kommt aa'a'' in {agögag } vor; gehört a der 
Gruppe g, d und d' der Gruppe g^ an, so kommt add' im 
Produkte { Og } { a^^ a'g^ } , also in { g gi } vor; gehören endlich 
a, dj a" drei verschiedenen Gruppen g, g^, gg an, so kommt 
das Produkt add' im Produkte {«g} {agj {«gj, also in 
{99182} vor. 

Gehören a, a , . . . a^*"^) der Gruppe g an, a^^ a(*+^), . . . 
a(*+^-i) der Gruppe g^, a(»+H a(^+^+^^, . . . a(*+*i+^-i) der 
Gruppe gg usw., endlich a(*+*x+*»+* •+**-i), a(»+»i+^+ -+^-1+1), 
. . . a(*+»i+*»+ ••+^k-i+»t-i) der Gruppe g^^, so kommt das Produkt 

aa...a(*-^)aWa(*+^)...a(»+*i-^)...a(*+^+---+**-i)a(*+^+"-+'k-i + ^> 

in {ggi92 •• 9*} vor, d. h. also, jedes Glied des additiven 
Aggregates, durch welches [1 + d\ definiert wurde, kommt 
auch in dem additiven Aggregate vor, durch welches [1 + g] 
definiert wurde. 

Aber auch umgekehrt; das Produkt ggig2 . • • 9*_i? der 
Repräsentaüt aller Glieder des Aggregates 

{9} + {99i} + {99i92} +•••; 
besteht aus Gliedern von der Form 

agai . . . a^t^^a,y^, . . . afr'^ . . . ag^_.ai^_, • • • <»rr'^ 



i~r- 
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ein solches Glied kommt aber sicher vor in dem additiven 

Aggregate 

{aaV... a(^+^«+^+-+^*-i)}, 

also in dem additiven Aggregate, durch welches [1 + a] de- 
finiert wurde. 

Ein konvergentes multiplikatives Aggregat ist also, wie 
ein Produkt aus endlich vielen Faktoren, vollkommen unab- 
hängig von der . Aufeinanderfolge und Gruppierung seiner 
Glieder; damit rechtfertigt sich der Gebrauch der Bezeichnung 
„Faktor" fiir die Glieder eines konvergenten multiplikativen 
Aggregates und „Produkt" der unendlich vielen Faktoren l-\-a 
für das Aggregat selbst. (Minder geeignet erscheint die ihrer 
Kürze wegen doch oft gebrauchte Bezeichnung „unendliches 
Produkt".) So wird z. B. das multiplikative Aggregat aus 
allen Zahlen 

1-^ (v = 2,3,4,...), 

dessen Konvergenz feststeht, durch 

bezeichnet. 

§ 30. Einige Sätze über mnltiplikative Aggregate. 

27) Sind 

P = [1 + a] = 1 -f {a} + {aa'] + {aaa'} + • • • 
und 

Ö ^ [1 + 6] = 1 -f {6} + {66'} -f {66-6"} + • • • 

zwei konvergente multiplilcative Aggregate^ so konvergiert mit 
[Ä}{Ä = \a\) und { jB } (jB = 1 6 1) a/uch das multiplikative Aggregat 
aus allen Faktoren 1 + a und allen Faktoren 1 + 6 und stellt 
nach dem Principe der Gruppenbildung das Produkt PQ dar. 
Dieser Satz ist ersichtlich ohne weiteres auszudehnen auf 
^ine beliebige endliche Anzahl von konvergenten multiplikativen 
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Aggregaten. Berücksiclitigt man den Satz § 29 26), so ersieht 
man sofort, daß, wenn n eine Anzahl bezeichnet, 

P' = [(l + a)«] 
ist. 

Bezeichnet ä die zu a konjugierte komplexe Zahl, so konver- 
giert mit [1 + a\ zugleich auch P = [1 + ä], weil ja | ä | =» | a ] 
ist, und stellt die zu P = [1 + »] konjugierte komplexe Zahl 
dar, weil zufolge der Definitionen 

P=l + {a) + {aa'} + {aaa') + '" 
P= 1 + {ä} + {äa } + {äa a'} + . . . 

P und P übereinstimmende erste, aber entgegengesetzte zweite 
Koordinaten haben. Nun ist: 

FF= [1 + a][l + ä] = [(1 + a)(l + a)] = [| 1 + a^, 

|l + a| — l^l + J. — 1 =.Ä] folglich konvergiert [| 1 + a |] 
und es ist | P|^ = [| 1 + a|]^ und daher auch 

i-p|-=[ii + «|]- 

Es gilt also auch für konvergente Produkte aus unendlich 
vielen Faktoren der Satz: 

28) Der absolute Bärag des Produktes ist gleich dem Pro- 
dukte der absoluten Beträge. 

29) Schlägt man um den Punkt 1 einen Kreis vom Ra- 
dius d, so liegen außerhalb dieses Kreises und auf demselben 
immer nur endlich viele Faktoren 1 -{- a eines kofivergenten muUi- 
plikativen Aggregates P = [1 + a]. 

Es gibt ja, da {J.} konvergiert, nur eine endliche An- 
zahl von Zahlen Ä, die nicht kleiner als d sind: repräsen- 

tiert J. = I a I die unendlich vielen übrigen, so ist Ä<d 

und daher auch |(1 + a) — 1 | = Jl < d d. h. alle Punkte 
1 + a liegen innerhalb des Kreises vom Radius d aus dem 
Zentrum 1. 
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Anderseits kann man aus dem konvergenten Aggregate { Ä } 
eine endliche Anzahl von Gliedern -— sie seien mit J-^ = | a^ |, 
^j = I «2 I, • • • ^^ = I a I bezeichnet — so absondern, daß das 
Aggregat { Ä } aus den übrigbleibenden Gliedern -i = | a | kleiner 
ist als eine beliebig klein anzunehmende Zahl a < 1. Be- 
zeichnet man 

so ist 

|P-l|=|{a} + {aa} + {aar} + --.| 

£{Ä) + {ÄÄ} + {ÄÄ'Ä''}+-^' 
<,, + «2_^^3+...___^ d.h.: 

30) Aus einem konvergenten muUipliJcativen Aggregate P 
läßt sich stets eine endliche Anzahl von FaJd&ren so absondern, 
daß das multiplikative Aggregat P der unendlich vielen übrigen 
Faktoren dem Werte 1 beliehig nahe kommt, so daß | P — 1 1 < £ 
ist, eine beliebig klein anzunehmende, bestimmte positive Zahl, 

Da nun P = F^P und | P | > 1 — £ ist, so ergibt sich, 
daraus, wenn man nur £ < 1 wählt, sofort die Einsicht: 

31) Ein konvergentes muUiplikatives Aggregat verschwindet 
dann und nur dawn, wenn mindestens einer seiner Faktoren 
gleich Null ist 

Da femer | P„ | < 1 + {^} + [AA] + [AÄA") + • • • ist, 
eine nach der Voraussetzung über die Konvergenz von [A] be- 
stimmte endliche Zahl, die mit G bezeichnet sein mag, so folgt 
|P-PJ = |P,P-P„| = |PJ|P-ll<ö*,d.h, da G^f durch 
Verkleinerung des e kleiner gemacht werden kann als eine be- 
liebig klein anzunehmende, bestimmte positive Zahl iy, der Satz: 

32) Aus einem konvergenten multiplikativen Aggregate P 
ka/nn immer eine endliche Anzahl von Faktoren so abgesondert 
werden, daß das Produkt P^ derselben dem Aggregate P beliebig 
nahe kommt, d,h, | P — P„ | < t^ ist. 
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Dieser Satz hätte auch unmittelbar aus der Definition 
eines konvergenten multiplikativen Aggregates entnommen wer- 
den können. Aus dem Aggregate 

1 + {Ä} + {ÄÄ') + {ÄÄ'A") + --- 
kann man nämlich eine endliche Anzahl von Gliedern der 
Form ÄÄ'Ä'' ' • • J.(*"^) so absondern, daß das Aggregat der 
übrigen kleiner ist als eine bestimmte, beliebig klein zu 
wählende, positive Zahl i^; in diesen Gliedern kommen nur 
endlich viele A vor; sie seien mit 

bezeichnet; umfassen die herausgegriffenen Glieder bereits alle 
Glieder des Aggregates 1 + { -4. } + { -^-^' } + •'*? zu deren Bil- 
dung nur Ä^A^ ' ' ' Ä^ verwendet werden, so ist offenbar die 
Summe der entsprechenden Glieder des Aggregats 

l + {a} + {aa'} + --- 
gerade das Produkt 

ist dies nicht der Fall, so wird man die noch nicht aufge- 
nommenen Glieder hinzuftigen können, wobei die verlangte 
Bedingung f&r den absoluten Betrag des Aggregates der übrig- 
bleibenden Glieder um so mehr erfüllt wird. 

Um eine Anwendung dieses wichtigen Satzes zu geben, 
möge mittels desselben gezeigt werden, daß 

ist. Hierzu braucht man nur zu bemerken, daß 
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durch Vergrößerung des n der Zahl y beliebig nahe gebracht 

werden kann; da nun anderseits P„ durch Vergrößerung des n 
dem P beliebig nahe gebracht werden kann, so können P und 

-- nicht voneinander verschieden sein. 

Nach der Erklärung der Zahl G ist der absolute Betrag 
des Produktes jeder endlichen Anzahl von Faktoren des kon- 
vergenten multiplikativen Aggregates [1 + a] kleiner als G'y 
daß umgekehrt [1 + öt] nicht notwendig konvergiert, wenn e& 
eine endliche Grenze G für den absoluten Betrag des Pro- 
duktes jeder endlichen Anzahl von Faktoren gibt, ist leicht 
zu erkennen. 

Betrachten wir das multiplikative Aggregat 

[l-l] („ = 2,3,4,...), 
SO ist unmittelbar zu ersehen, daß 

ist, wenn Wj, n^ - - - fij^ irgend welche Zahlen aus der Reihe 
2, 3, 4, • • • bedeuten. Hier ist also die Zahl 1 eine solche 

Grenze G] trotzdem konvergiert das Aggregat T 1 nicht, 

da das Aggregat | — | nicht konvergiert. Dagegen kann man 

bemerken, daß [1 + a] sicher konvergiert, wenn das Produkt 
aus jeder endlichen Anzahl von Faktoren 1 + Ä unter einer 
festen Grenze liegt, weil dann eben notwendig { Ä } konvergiert. 
Ist ^ = [1 + 6] ein von Null verschiedenes konvergentes 
multiplikatives Aggregat, so konvergiert auch das Aggregat 

[r^] ^^d ist gleich-^. 

Zur Konvergenz des letzteren ist nämlich die Konvergenz, 
des additiven Aggregates 
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erforderlich; diese ist aber eine notwendige Folge der Kon- 
vergenz des additiven Aggregates {jB}*, (J5=|&|). Sondert 
man nämlich die endlich vielen b ab, für welche B^^ ist,. 

A 

SO ist far die übrigbleibenden, die mit h bezeichnet werden 

A A A 

mögen, B<4^, also auch \1 + b {"^l — B> ^, folglich 



A 

1 + 6 



<2B. 



Daß das Produkt der konvergenten multiplikativen Aggre- 
gate [1 + 6] und 1 , , I gleich der Einheit ist, ergibt sich un- 
mittelbar aus dem Satze § 29 26), demzufolge mit jedem Faktor 
1+6 der zugehörige Faktor , , kombiniert werden kann. 



Berichtigung. 

S. 10 Z. 10 von oben lies: Schritt statt Sehritt. 

S. 11 Z. 16 von oben lies: auf die Aggregate von unendlich vielen statt 
endlich vielen; 
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